Να βρεθεί η οξεία γωνία των ευθειών � EMBED Equation.2  ���=0 και � EMBED Equation.2  ���.





ΛΥΣΗ


Οι ευθείες � EMBED Equation.2  ��� και � EMBED Equation.2  ��� έχουν συντελεστές διεύθυνσης � EMBED Equation.2  ��� και � EMBED Equation.2  ���. Άρα, είναι παράλληλες προς τα διανύσματα � EMBED Equation.2  ��� και � EMBED Equation.2  ���. Επομένως, η οξεία γωνία � EMBED Equation.3  ��� των ευθειών � EMBED Equation.2  ��� και � EMBED Equation.2  ��� είναι ίση ή παραπληρωματική της γωνίας φ των διανυσμάτων � EMBED Equation.2  ��� και � EMBED Equation.2  ���. Όμως, είναι:


� EMBED Equation.2  ���.


Επομένως, � EMBED Equation.2  ���, οπότε � EMBED Equation.2  ���.





ΑΣΚΗΣΕΙΣ





Α΄ ΟΜΑΔΑΣ





Να αποδείξετε ότι για κάθε πραγματική τιμή του � EMBED Equation.3  ��� η εξίσωση � EMBED Equation.3  ���παριστάνει ευθεία γραμμή. Πότε η ευθεία αυτή είναι παράλληλη προς τον άξονα �EMBED Equation.3���, πότε προς τον �EMBED Equation.3��� και πότε διέρχεται από την αρχή των αξόνων;





Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας η οποία διέρχεται από το σημείο �EMBED Equation.3��� και είναι κάθετη στην ευθεία �EMBED Equation.3���. Ποιο είναι το σημείο τομής των δύο ευθειών;


Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας η οποία διέρχεται από το σημείο τομής των ευθειών �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3��� και είναι κάθετη στην ευθεία �EMBED Equation.3���.


Τα σημεία �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3��� είναι οι απέναντι κορυφές ενός παραλληλόγραμμου �EMBED Equation.3���. Οι πλευρές �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3��� του παραλληλόγραμμου ανήκουν στις ευθείες με εξισώσεις �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3��� αντιστοίχως. Να υπολογίσετε:


       (i)  Τις συντεταγμένες της κορυφής �EMBED Equation.3���.


Το συνημίτονο της οξείας γωνίας των διαγωνίων του παραλληλόγραμμου.


5.   Να   βρείτε   την   τιμή   του   �EMBED Equation.3���,  ώστε   οι   ευθείες   �EMBED Equation.3���   και


     �EMBED Equation.3��� να είναι κάθετες.





Να βρείτε την τιμή του �EMBED Equation.3���, ώστε η ευθεία �EMBED Equation.3��� να διέρχεται από το σημείο τομής των ευθειών �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3���.








Β΄ ΟΜΑΔΑΣ





Να σχεδιάσετε τις γραμμές τις οποίες παριστάνουν οι εξισώσεις:


       (i)  �EMBED Equation.3���	(ii)  �EMBED Equation.3���.


Να αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες της μορφής


       �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���


      διέρχονται από το ίδιο σημείο.


Να αποδείξετε ότι οι ευθείες �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3��� διέρχονται από το ίδιο σημείο.


Να βρείτε την οξεία γωνία την οποία σχηματίζουν οι ευθείες �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3���.


Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας η οποία διέρχεται από την αρχή των αξόνων και από το σημείο τομής των ευθειών �EMBED Equation.3��� και �EMBED Equation.3���.


Δίνεται η ευθεία �EMBED Equation.3��� και το σημείο �EMBED Equation.3���. Να βρείτε τις συντεταγμένες της προβολής του �EMBED Equation.3��� στην ευθεία αυτή.


Δίνεται η ευθεία �EMBED Equation.3���. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας η οποία είναι κάθετη στην �EMBED Equation.3��� στο σημείο που αυτή τέμνει τον άξονα �EMBED Equation.3���.





2.3		ΕΜΒΑΔΟΝ  ΤΡΙΓΩΝΟΥ








Απόσταση Σημείου από Ευθεία





Έστω ε μια ευθεία του καρτεσιανού επιπέδου, με εξίσωση � EMBED Equation.2  ��� και � EMBED Equation.2  ��� ένα σημείο εκτός αυτής. Θέλουμε να υπολογίσουμε την απόσταση � EMBED Equation.2  ��� του σημείου � EMBED Equation.2  ��� από την ευθεία ε. Αν � EMBED Equation.2  ��� είναι η προβολή του � EMBED Equation.2  ��� πάνω στην ε, τότε θα ισχύει


� EMBED Word.Picture.6  ���


   � EMBED Equation.2  ���		(1)


Όμως το διάνυσμα � EMBED Equation.2  ��� είναι παράλληλο προς το � EMBED Equation.2  ���, αφού και τα δύο είναι κάθετα στην ευθεία ε. Άρα, θα υπάρχει � EMBED Equation.2  ���, τέτοιο, ώστε


� EMBED Equation.2  ���				      (2)


οπότε, λόγω της (1), θα ισχύει


      � EMBED Equation.2  ���		      (3)


Επιπλέον, λόγω της (2), έχουμε � EMBED Equation.2  ���, οπότε


� EMBED Equation.2  ���    και    � EMBED Equation.2  ���		      (4)


Όμως το � EMBED Equation.2  ��� ανήκει στην  ε. Άρα, θα ισχύει


     � EMBED Equation.2  ���


				� EMBED Equation.2  ���


				� EMBED Equation.2  ���.


Επομένως, λόγω της (3), θα έχουμε


� EMBED Equation.2  ���.


Αποδείξαμε δηλαδή ότι:





� EMBED Equation.2  ���





Για παράδειγμα, η απόσταση του σημείου � EMBED Equation.2  ��� από την ευθεία � EMBED Equation.2  ��� είναι ίση με


� EMBED Equation.2  ���.


Υπολογισμός  Εμβαδού


� EMBED Word.Picture.6  ���





Έστω � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� και � EMBED Equation.2  ��� τρία σημεία του καρτεσιανού επιπέδου. Θέλουμε να υπολογίσουμε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ.


Αν ΓΔ είναι το ύψος του ΑΒΓ από την κορυφή Γ, τότε θα ισχύει


   � EMBED Equation.2  ���.	          (1)


Το (ΑΒ) είναι η απόσταση των σημείων � EMBED Equation.2  ��� και � EMBED Equation.2  ���. Επομένως,


� EMBED Equation.2  ���.		      (2)


Το (ΓΔ) είναι η απόσταση του σημείου Γ από την ευθεία ΑΒ. Για να την υπολογίσουμε, θα βρούμε πρώτα την εξίσωση της ΑΒ.


Η ΑΒ, αν δεν είναι παράλληλη προς τον άξονα � EMBED Equation.2  ���, θα έχει συντελεστή διεύθυνσης � EMBED Equation.2  ���, οπότε θα έχει εξίσωση


	AB:	� EMBED Equation.2  ���,


η οποία γράφεται ισοδύναμα


	ΑΒ:	� EMBED Equation.2  ���.		      (3)


Αν, όμως, η ΑΒ είναι παράλληλη προς τον άξονα � EMBED Equation.2  ���, τότε θα έχει εξίσωση � EMBED Equation.2  ���, η οποία παίρνει και αυτή τη μορφή (3).


Η εξίσωση (3), μετά την εκτέλεση των πράξεων, γράφεται


	ΑΒ:	� EMBED Equation.2  ���.		      (4)


Επομένως, η απόσταση (ΓΔ) του Γ από την ευθεία ΑΒ είναι ίση με


� EMBED Equation.2  ���


		     � EMBED Equation.2  ���.


Άρα,


� EMBED Equation.2  ���.			      (5)


Έτσι, η ισότητα (1), λόγω του (2) και (5), γράφεται


          � EMBED Equation.2  ���.			      (6)


Όμως, η 1η γραμμή της ορίζουσας είναι οι συντεταγμένες του διανύσματος � EMBED Equation.2  ��� και η 2η γραμμή οι συντεταγμένες του διανύσματος � EMBED Equation.2  ���. Επομένως, η ορίζουσα αυτή είναι ίση με την ορίζουσα � EMBED Equation.2  ��� των διανυσμάτων � EMBED Equation.2  ��� και � EMBED Equation.2  ���. Έτσι, η σχέση (6) γράφεται


� EMBED Equation.2  ���


Για παράδειγμα, αν � EMBED Equation.2  ��� και � EMBED Equation.2  ��� είναι οι κορυφές ενός τριγώνου ΑΒΓ, τότε � EMBED Equation.2  ��� και � EMBED Equation.2  ���, οπότε το εμβαδόν του ΑΒΓ είναι


� EMBED Equation.2  ���.








ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ





Να αποδειχτεί ότι η απόσταση των ευθειών � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� δίνεται από τον τύπο


� EMBED Equation.3  ���.


ΑΠΟΔΕΙΞΗ


Η απόσταση των � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι ίση με την απόσταση οποιουδήποτε σημείου της ευθείας � EMBED Equation.3  ��� από την ευθεία � EMBED Equation.3  ���.


Για  � EMBED Equation.3  ���,  από  την  πρώτη εξίσωση  βρίσκουμε ότι � EMBED Equation.3  ���. Άρα, το σημείο  � EMBED Equation.3  ���


ανήκει στην � EMBED Equation.3  ���, οπότε έχουμε


� EMBED Equation.3  ���


             � EMBED Equation.3  ���,    αφού     � EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���





Θεωρούμε τα σημεία Α(-3,0), Β(-2,0) και Γ(-4,2). Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ(x,y) για τα οποία ισχύει: (ΜΒΓ)=2(ΑΒΓ)





ΛΥΣΗ


� EMBED Word.Picture.6  ���


Το εμβαδόν του τριγώνου � EMBED Equation.2  ��� είναι ίσο με


� EMBED Equation.2  ���,


ενώ του (ΜΒΓ) είναι ίσο με


� EMBED Equation.2  ���


Επομένως, το � EMBED Equation.2  ��� είναι σημείο του γεωμετρικού τόπου, αν και μόνο αν ισχύει


� EMBED Equation.2  ���     ή     � EMBED Equation.2  ���


         � EMBED Equation.2  ���             ή     � EMBED Equation.2  ���.


Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος αποτελείται από τις ευθείες


� EMBED Equation.2  ���     και     � EMBED Equation.2  ���,


οι οποίες είναι παράλληλες προς τη ΒΓ.





 ΑΣΚΗΣΕΙΣ








Α΄ ΟΜΑΔΑΣ





Να βρείτε την απόσταση του σημείου �EMBED Equation.3��� από την ευθεία


  (i)  �EMBED Equation.3���		 (ii)  �EMBED Equation.3���


(iii)  �EMBED Equation.3���		(iv)  �EMBED Equation.3���
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