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4.1   ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΠΑΓΩΓΗ





Α΄ ΟΜΑΔΑΣ



1.	(i) Έστω � EMBED Equation.3  ��� η ισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε.

Η � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για � EMBED Equation.3  ���, αφού γράφεται � EMBED Equation.3  ���, που είναι αληθής.

	(    Θα αποδείξουμε ότι, αν η � EMBED Equation.3  ��� είναι αληθής, τότε και η � EMBED Equation.3  ��� θα είναι αληθής, δηλαδή ότι:

	Αν   � EMBED Equation.3  ���   (1),   τότε

	� EMBED Equation.3  ���.

	Πράγματι, έχουμε:

		       � EMBED Equation.3  ���

					   � EMBED Equation.3  ���

					   � EMBED Equation.3  ���

					   � EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, η � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο ν.

Έστω � EMBED Equation.3  ��� η ισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε.

Η � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για � EMBED Equation.3  ���, αφού γράφεται � EMBED Equation.3  ���, που είναι αληθής.

	(    Θα αποδείξουμε ότι, αν η � EMBED Equation.3  ��� είναι αληθής, τότε και η � EMBED Equation.3  ��� θα είναι αληθής, δηλαδή ότι:

	Αν   � EMBED Equation.3  ���   (1),   τότε 

	� EMBED Equation.3  ���.

	Πράγματι, έχουμε:

		       � EMBED Equation.3  ���

					   � EMBED Equation.3  ���

					   � EMBED Equation.3  ���

					   � EMBED Equation.3  ���

					   � EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, η � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο ν.

	(iii) Έστω � EMBED Equation.3  ��� η ισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε

Η � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για � EMBED Equation.3  ���, αφού γράφεται � EMBED Equation.3  ���, που είναι αληθής.

(    Θα αποδείξουμε ότι, αν η � EMBED Equation.3  ��� είναι αληθής, τότε και η � EMBED Equation.3  ��� θα είναι αληθής, δηλαδή ότι:

	Αν   � EMBED Equation.3  ���   (1),   τότε 

	� EMBED Equation.3  ���.

	Πράγματι, έχουμε:

	 � EMBED Equation.3  ���

					   � EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, η � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο ν.

	(iv) Έστω � EMBED Equation.3  ��� η ισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε

Η � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για � EMBED Equation.3  ���, αφού γράφεται � EMBED Equation.3  ���, που είναι αληθής.

(    Θα αποδείξουμε ότι, αν η � EMBED Equation.3  ��� είναι αληθής, τότε και η � EMBED Equation.3  ��� θα είναι αληθής, δηλαδή ότι:

	Αν   � EMBED Equation.3  ���   (1),   τότε 

	� EMBED Equation.3  ���.

	Πράγματι, έχουμε:

	        � EMBED Equation.3  ���

					             � EMBED Equation.3  ���

						� EMBED Equation.3  ���

						� EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, η � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο ν.



2.	Έστω � EMBED Equation.3  ��� η ισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε

Η � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για � EMBED Equation.3  ���, αφού γράφεται � EMBED Equation.3  ���, που είναι αληθής.

(    Θα αποδείξουμε ότι, αν η � EMBED Equation.3  ��� είναι αληθής, τότε και η � EMBED Equation.3  ��� θα είναι αληθής, δηλαδή ότι:

	Αν  � EMBED Equation.3  ���  (1),  τότε  � EMBED Equation.3  ���.

	Πράγματι, έχουμε:

	               � EMBED Equation.3  ���

					 � EMBED Equation.3  ���

					 � EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, η � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο ν.

	ΣΧΟΛΙΟ	Η ισότητα � EMBED Equation.3  ��� είναι γνωστή από τη θεωρία πολυωνύμων, αφού το πολυώνυμο � EMBED Equation.3  ��� είναι το πηλίκο της τέλειας διαίρεσης του � EMBED Equation.3  ��� με το � EMBED Equation.3  ���.



3.	(i) Έστω � EMBED Equation.3  ��� η ανισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε

Η � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για � EMBED Equation.3  ���, αφού γράφεται � EMBED Equation.3  ��� που είναι αληθής.

(    Θα αποδείξουμε ότι, αν η � EMBED Equation.3  ��� είναι αληθής, τότε και η � EMBED Equation.3  ��� θα είναι αληθής, δηλαδή ότι:

	Αν   � EMBED Equation.3  ���   (1),   τότε   � EMBED Equation.3  ���.

	Πράγματι, έχουμε:

	� EMBED Equation.3  ���

	Επομένως, αρκεί να δείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ���. Έχουμε:

� EMBED Equation.3  ���,

	που ισχύει.

	Άρα, η � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο � EMBED Equation.3  ���.

	(ii) Έστω � EMBED Equation.3  ��� η ανισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε

Η � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για � EMBED Equation.3  ���, αφού γράφεται � EMBED Equation.3  ���, που είναι αληθής.

(    Θα αποδείξουμε ότι, αν η � EMBED Equation.3  ��� είναι αληθής, τότε και η � EMBED Equation.3  ��� θα είναι αληθής, δηλαδή ότι:

	Αν   � EMBED Equation.3  ���   (1),  τότε   � EMBED Equation.3  ���.

	Πράγματι, έχουμε:

	� EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως, αρκεί να δείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ���. Έχουμε:

� EMBED Equation.3  ���,

	που ισχύει γιατί � EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, η � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο � EMBED Equation.3  ���.

	(iii) Έστω � EMBED Equation.3  ��� η ανισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε

Η � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για � EMBED Equation.3  ���, αφού γράφεται � EMBED Equation.3  ���, που είναι αληθής.

(    Θα αποδείξουμε ότι, αν η � EMBED Equation.3  ��� είναι αληθής, τότε και η � EMBED Equation.3  ��� θα είναι αληθής, δηλαδή ότι:

	Αν   � EMBED Equation.3  ���   (1),   τότε   � EMBED Equation.3  ���.

	Πράγματι, έχουμε:

	� EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως, αρκεί να δείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ���. Έχουμε:

� EMBED Equation.3  ���,

	που ισχύει..

	Άρα, η � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο � EMBED Equation.3  ���.

	





Β΄ ΟΜΑΔΑΣ



1.	Έστω � EMBED Equation.3  ��� η ανισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε

(	Η � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για � EMBED Equation.3  ���, αφού γράφεται � EMBED Equation.3  ��� ή, ισοδύναμα, � EMBED Equation.3  ���, που είναι αληθής.

(    Θα αποδείξουμε ότι, αν η � EMBED Equation.3  ��� είναι αληθής, τότε και η � EMBED Equation.3  ��� θα είναι αληθής, δηλαδή ότι, αν � EMBED Equation.3  ��� τότε και � EMBED Equation.3  ���. Πράγματι έχουμε διαδοχικά:

 � EMBED Equation.3  ���

� EMBED Equation.3  ���

    � EMBED Equation.3  ���

				          � EMBED Equation.3  ���,	αφού   � EMBED Equation.3  ��� γιατί � EMBED Equation.3  ���

				          � EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως, η ανισότητα αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο � EMBED Equation.3  ���.



2.	Έστω � EMBED Equation.3  ��� η ανισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε

Η � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για � EMBED Equation.3  ���, αφού γράφεται � EMBED Equation.3  ���, που είναι αληθής.

(    Θα αποδείξουμε ότι, αν η � EMBED Equation.3  ��� είναι αληθής, τότε και η � EMBED Equation.3  ��� θα είναι αληθής, δηλαδή ότι:

	Αν   � EMBED Equation.3  ���   (1),   τότε

� EMBED Equation.3  ���.

	Πράγματι, αν και στα δύο μέλη της (1) προσθέσουμε το � EMBED Equation.3  ���, έχουμε

	� EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως, αν δείξουμε ότι

	� EMBED Equation.3  ���,

	τότε θα ισχύει το ζητούμενο. Έχουμε λοιπόν:

� EMBED Equation.3  ���

					       � EMBED Equation.3  ���

					       � EMBED Equation.3  ���

					       � EMBED Equation.3  ���

					       � EMBED Equation.3  ���,	      που ισχύει..

	Άρα, η � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για όλους τους θετικούς ακέραιους � EMBED Equation.3  ���.

3.	Αρκεί να αποδείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ��� για κάθε � EMBED Equation.3  ��� ή, ισοδύναμα, ότι

� EMBED Equation.3  ���    για κάθε � EMBED Equation.3  ���.

	Έστω � EMBED Equation.3  ��� η ανισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε

(	Η ανισότητα � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για � EMBED Equation.3  ���, αφού γίνεται � EMBED Equation.3  ��� ή, ισοδύναμα, � EMBED Equation.3  ���, που είναι αληθής.

(    Θα αποδείξουμε ότι, αν η � EMBED Equation.3  ��� είναι αληθής, τότε και η � EMBED Equation.3  ��� θα είναι αληθής, δηλαδή ότι:

	Αν   � EMBED Equation.3  ���   (1),   τότε   � EMBED Equation.3  ���.

	Πράγματι, επειδή 1<� EMBED Equation.3  ���έχουμε

	            � EMBED Equation.3  ���

						         � EMBED Equation.3  ���        (λόγω της (1))

						         � EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, η � EMBED Equation.3  ���αληθεύει για κάθε θετικό ακέραιο � EMBED Equation.3  ���.





4.2  ΕΥΚΛΕΙΔΕΙΑ  ΔΙΑΙΡΕΣΗ





Α΄ ΟΜΑΔΑΣ



1.	(i) Είναι:	� EMBED Equation.3  ���

	Άρα το πηλίκο είναι 7 και το υπόλοιπο 6.

Είναι:	� EMBED Equation.3  ���

	Άρα το πηλίκο είναι � EMBED Equation.3  ��� και το υπόλοιπο 5.

	(iii) Είναι:	� EMBED Equation.3  ���

	Άρα το πηλίκο είναι � EMBED Equation.3  ��� και το υπόλοιπο 6.

	(iv) Είναι:	� EMBED Equation.3  ���

	Άρα το πηλίκο είναι 8 και το υπόλοιπο 5.



2.	(i) Κάθε ακέραιος α, σύμφωνα με την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης, παίρνει μια από τις παρακάτω μορφές

� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ��� ,   � EMBED Equation.3  ���.

	(   Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε 

	� EMBED Equation.3  ���, όπου � EMBED Equation.3  ���.

	(   Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε 

	� EMBED Equation.3  ���,   όπου   � EMBED Equation.3  ���.

	(   Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε 

� EMBED Equation.3  ���,

	όπου � EMBED Equation.3  ���.

	(ii) Έχουμε � EMBED Equation.3  ���, όπου � EMBED Equation.3  ���. Το αντίστροφο δεν ισχύει, αφού οι αριθμοί της μορφής � EMBED Equation.3  ���, με � EMBED Equation.3  ��� παίρνουν τη μορφή � EMBED Equation.3  ��� και όχι τη μορφή � EMBED Equation.3  ���. Για παράδειγμα, ο αριθμός 8, που είναι της μορφής � EMBED Equation.3  ��� με � EMBED Equation.3  ���, δεν παίρνει τη μορφή � EMBED Equation.3  ���, αφού � EMBED Equation.3  ��� με � EMBED Equation.3  ���.



3.	Επειδή ο α είναι περιττός θα είναι της μορφής � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���. Έτσι θα έχουμε:

     � EMBED Equation.3  ���

				   � EMBED Equation.3  ���.



4.	Επειδή το άθροισμα δύο περιττών είναι άρτιος αριθμός, το άθροισμα άρτιου πλήθους περιττών αριθμών θα είναι άρτιος αριθμός. Όμως, οι αριθμοί 1,3 και 5 είναι περιττοί. Άρα το άθροισμα δέκα προσθετέων, καθένας από τους οποίους είναι ίσος με 1 ή 3 ή 5, θα είναι άρτιος αριθμός και συνεπώς δε μπορεί να είναι ίσος με τον 25.

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ



1.	Αν υ είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης του 660 με τον β, τότε θα ισχύει

	� EMBED Equation.3  ���,  με � EMBED Equation.3  ���,

	οπότε

			   	   � EMBED Equation.3  ���  και   � EMBED Equation.3  ���		(1)

	Έτσι έχουμε

� EMBED Equation.3  ���

					       � EMBED Equation.3  ���

					       � EMBED Equation.3  ���

				                     � EMBED Equation.3  ���

					       � EMBED Equation.3  ��� ή  � EMBED Equation.3  ���.

Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε από τη σχέση (1) έχουμε ότι � EMBED Equation.3  ���, ενώ

Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε από τη σχέση (1) έχουμε ότι � EMBED Equation.3  ���.



2.	Ας υποθέσουμε ότι η εξίσωση έχει μια τουλάχιστον ακέραια ρίζα, την � EMBED Equation.3  ���. Τότε θα ισχύει

					� EMBED Equation.3  ���			           (1)

	Αν ο ρ είναι άρτιος, τότε και ο � EMBED Equation.3  ��� θα είναι άρτιος, οπότε ο � EMBED Equation.3  ��� θα είναι άρτιος. Άρα, ο � EMBED Equation.3  ��� θα είναι περιττός, αφού το γ είναι περιττός. Αυτό όμως είναι άτοπο, λόγω της (1).

	Αν ο ρ είναι περιττός, τότε και ο � EMBED Equation.3  ��� θα είναι περιττός, και, επειδή οι α, β είναι περιττοί, οι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� θα είναι περιττοί. Άρα ο � EMBED Equation.3  ��� θα είναι άρτιος, οπότε ο � EMBED Equation.3  ��� θα είναι περιττός, αφού ο γ είναι περιττός. Αυτό, όμως, είναι άτοπο λόγω της (1).



3.	Σύμφωνα με την εφαρμογή 2, οι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� θα είναι της μορφής

			    � EMBED Equation.3  ���,  � EMBED Equation.3  ���   και � EMBED Equation.3  ���,  � EMBED Equation.3  ���	           (1)

	Επομένως

� EMBED Equation.3  ���

� EMBED Equation.3  ���

		  � EMBED Equation.3  ���.



4.	Αν � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� είναι η ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης του κ με τον 5, τότε θα ισχύει

� EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως, ο � EMBED Equation.3  ��� είναι ακέραιος, αν και μόνο αν ο � EMBED Equation.3  ��� είναι ακέραιος.

	Διακρίνουμε, λοιπόν, πέντε περιπτώσεις:

	( Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε � EMBED Equation.3  ���

	( Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε � EMBED Equation.3  ���

	( Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε � EMBED Equation.3  ���

	( Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε � EMBED Equation.3  ���

	( Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε � EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, ο � EMBED Equation.3  ��� είναι ακέραιος, αν και μόνο αν � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή, αν και μόνο αν ο κ είναι της μορφής � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.
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