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5.1   Η  ΕΝΝΟΙΑ  ΤΟΥ  ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ  ΑΡΙΘΜΟΥ


5.2   ΠΡΑΞΕΙΣ  ΣΤΟ  ΣΥΝΟΛΟ  C  ΤΩΝ  ΜΙΓΑΔΙΚΩΝ








Α΄ ΟΜΑΔΑΣ





Έχουμε � EMBED Equation.3  ���, οπότε:


	α) πραγματικός αν και μόνο αν � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���


	β) φανταστικός αν και μόνο αν � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���.





α) Είναι:


� EMBED Equation.3  ���


	β) Είναι:


		       � EMBED Equation.3  ���		      � EMBED Equation.3  ���


	Όμως:


	� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα � EMBED Equation.3  ���, αφού από τις λύσεις αυτές μόνο η � EMBED Equation.3  ��� επαληθεύει και        την (1).


	γ) Είναι:


	� EMBED Equation.3  ���


					     � EMBED Equation.3  ���  � EMBED Equation.3  ���


3. 


� EMBED Word.Picture.6  ���





α) Είναι � EMBED Equation.3  ���. Άρα, οι εικόνες του z είναι τα σημεία � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή τα σημεία του άξονα � EMBED Equation.3  ���.


	β) Είναι � EMBED Equation.3  ���. Άρα, οι εικόνες του � EMBED Equation.3  ��� είναι τα σημεία � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή τα σημεία του άξονα � EMBED Equation.3  ���.


	γ) Είναι � EMBED Equation.3  ���. Άρα, οι εικόνες του � EMBED Equation.3  ��� είναι τα σημεία � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή τα σημεία της ευθείας � EMBED Equation.3  ���, που είναι διχοτόμος της 1ης και 3ης γωνίας των αξόνων.





α) � EMBED Equation.3  ���


	β) � EMBED Equation.3  ���


	γ) � EMBED Equation.3  ���


	δ) � EMBED Equation.3  ���


	ε) � EMBED Equation.3  ���


     στ) � EMBED Equation.3  ���


	ζ) � EMBED Equation.3  ���.





6.   α)	� EMBED Equation.3  ���


	β)	� EMBED Equation.3  ���


	γ)	� EMBED Equation.3  ���


	δ)	� EMBED Equation.3  ���


	ε)	� EMBED Equation.3  ���


     στ)	� EMBED Equation.3  ���.





7.	α) Είναι:


			� EMBED Equation.3  ���


				               � EMBED Equation.3  ���


	Αυτή όμως είναι αδύνατη, αφού το � EMBED Equation.3  ���.


	β) Είναι: � EMBED Equation.3  ���. Άρα η σχέση γράφεται:


	   � EMBED Equation.3  ���


						� EMBED Equation.3  ���


						� EMBED Equation.3  ���


						� EMBED Equation.3  ���   και  � EMBED Equation.3  ���.


	γ) Είναι:


	� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���


					   � EMBED Equation.3  ���


					   � EMBED Equation.3  ���


					   � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.





α) 	� EMBED Equation.3  ���.


	β) 	� EMBED Equation.3  ���.


α) Για � EMBED Equation.3  ��� είναι � EMBED Equation.3  ���


	β) Για � EMBED Equation.3  ��� είναι � EMBED Equation.3  ���


	γ) Για � EMBED Equation.3  ���         είναι � EMBED Equation.3  ���


	δ) Για � EMBED Equation.3  ���         είναι � EMBED Equation.3  ���


	ε) Για � EMBED Equation.3  ���         είναι � EMBED Equation.3  ���


     στ) Για � EMBED Equation.3  ���           είναι � EMBED Equation.3  ���.





� EMBED Word.Picture.6  ���


Αν � EMBED Equation.3  ��� είναι η εικόνα στο μιγαδικό επίπεδο του μιγαδικού � EMBED Equation.3  ���, τότε η εικόνα του � EMBED Equation.3  ��� είναι το σημείο � EMBED Equation.3  ���, του � EMBED Equation.3  ��� είναι το σημείο � EMBED Equation.3  ��� και, τέλος, του � EMBED Equation.3  ��� είναι το σημείο � EMBED Equation.3  ���. Έτσι, μπορούμε να πούμε ότι:


	Ο � EMBED Equation.3  ��� προκύπτει από τον z με συμμετρία ως προς τον άξονα � EMBED Equation.3  ���.


	Ο � EMBED Equation.3  ��� προκύπτει από τον z με συμμετρία ως προς κέντρο το � EMBED Equation.3  ��� και τέλος:


	Ο � EMBED Equation.3  ��� προκύπτει από τον z με συμμετρία ως προς τον άξονα � EMBED Equation.3  ���.





Έχουμε: � EMBED Equation.3  ��� που είναι πραγματικός αριθμός ως άθροισμα δύο συζυγών μιγαδικών αριθμών.


	Ομοίως ο � EMBED Equation.3  ��� θα είναι φανταστικός ως διαφορά δύο συζυγών μιγαδικών αριθμών.





Αν � EMBED Equation.3  ��� τότε:


	α) � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, οι εικόνες των μιγαδικών είναι τα σημεία της οριζόντιας ευθείας με εξίσωση � EMBED Equation.3  ���.


	β)	 � EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ��� 


			� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, οι εικόνες των μιγαδικών είναι τα σημεία των δύο αξόνων � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


	γ)	� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, οι εικόνες των μιγαδικών είναι τα σημεία των διχοτόμων των τεσσάρων τεταρτημορίων.


	δ) 		  � EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, οι εικόνες των μιγαδικών είναι τα σημεία της κατακόρυφης ευθείας � EMBED Equation.3  ���.





α) 	� EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���.


	β) 	� EMBED Equation.3  ���


	γ)	� EMBED Equation.3  ���.





Αφού οι συντελεστές της εξίσωσης � EMBED Equation.3  ��� είναι πραγματικοί αριθμοί και μία ρίζα της είναι η � EMBED Equation.3  ���, η άλλη θα είναι η � EMBED Equation.3  ���, οπότε θα ισχύει:


	� EMBED Equation.3  ���.


Β΄ ΟΜΑΔΑΣ





Έχουμε:	� EMBED Equation.3  ���.   Άρα:


� EMBED Equation.3  ���.





Έχουμε   � EMBED Equation.3  ���, οπότε:


	� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα:	         � EMBED Equation.3  ���.





Είναι	� EMBED Equation.3  ���,	οπότε


			� EMBED Equation.3  ���.


	και		� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα	:	� EMBED Equation.3  ���.





Έχουμε   � EMBED Equation.3  ���.   Επομένως:


Αν   � EMBED Equation.3  ���,       τότε   � EMBED Equation.3  ���,    οπότε   � EMBED Equation.3  ���


Αν   � EMBED Equation.3  ���,   τότε   � EMBED Equation.3  ���,    οπότε   � EMBED Equation.3  ���


Αν   � EMBED Equation.3  ���,  τότε   � EMBED Equation.3  ���, οπότε   � EMBED Equation.3  ���


Αν   � EMBED Equation.3  ���,   τότε   � EMBED Equation.3  ���, οπότε   � EMBED Equation.3  ���.





α) Αν � EMBED Equation.3  ��� τότε έχουμε:


	 � EMBED Equation.3  ���              � EMBED Equation.3  ���


		    � EMBED Equation.3  ���    � EMBED Equation.3  ���


		    � EMBED Equation.3  ���             � EMBED Equation.3  ���		       � EMBED Equation.3  ���


Αν � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή αν � EMBED Equation.3  ���, τότε η (2) γράφεται:


	� EMBED Equation.3  ���.


		Άρα: 	� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.


Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε η (2) γράφεται:


		� EMBED Equation.3  ���.


		Άρα:	� EMBED Equation.3  ���.


	β) Αν � EMBED Equation.3  ���, έχουμε:


                  � EMBED Equation.3  ���


			      � EMBED Equation.3  ���


			      � EMBED Equation.3  ���


			      � EMBED Equation.3  ���


			      � EMBED Equation.3  ���			       � EMBED Equation.3  ���


Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε η (2) γράφεται:  


	� EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���.


		Άρα:	� EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���.


Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε η (2) γράφεται:


	� EMBED Equation.3  ���.


		Άρα � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ��� και επομένως � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���.


Αν  � EMBED Equation.3  ���,  τότε:


    � EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���.


	Έτσι, αρκεί να αποδείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ���. Πράγματι:


� EMBED Equation.3  ���


					         � EMBED Equation.3  ���


					         � EMBED Equation.3  ���


	που ισχύουν και οι δύο. Άρα ισχύει και η αρχική διπλή ανισότητα.





α΄  τρόπος:


	Είναι   � EMBED Equation.3  ���  και  � EMBED Equation.3  ���.  Άρα


	� EMBED Equation.3  ���.


	β΄  τρόπος:


	Είναι  � EMBED Equation.3  ���. Επομένως:


� EMBED Equation.3  ���.





α) Έχουμε:	(   � EMBED Equation.3  ���


				(   � EMBED Equation.3  ��� φανταστικός


	β) Αρκεί να δείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Επειδή    � EMBED Equation.3  ��� και   � EMBED Equation.3  ���   θα είναι:


	    (  � EMBED Equation.3  ���.


	    (  � EMBED Equation.3  ���.





α) Έστω � EMBED Equation.3  ���. Τότε � EMBED Equation.3  ���. Επομένως:


			� EMBED Equation.3  ���


		 			 � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���


					 � EMBED Equation.3  ���   ή    � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, ο γεωμετρικός τόπος είναι ο άξονας � EMBED Equation.3  ��� με εξαίρεση το σημείο � EMBED Equation.3  ��� και ο κύκλος με κέντρο � EMBED Equation.3  ���και ακτίνα � EMBED Equation.3  ���.


	β) Έχουμε:


	� EMBED Equation.3  ���


					          � EMBED Equation.3  ���


					          � EMBED Equation.3  ���


					          � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���


					         � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, ο γεωμετρικός τόπος είναι ο άξονας � EMBED Equation.3  ��� με εξαίρεση το σημείο � EMBED Equation.3  ��� και ο κύκλος με κέντρο � EMBED Equation.3  ��� και ακτίνα � EMBED Equation.3  ���.








5.3   ΜΕΤΡΟ  ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ  ΑΡΙΘΜΟΥ








Α΄ ΟΜΑΔΑΣ





1.	Έχουμε:


	(   � EMBED Equation.3  ���, αφού  � EMBED Equation.3  ���


	(   � EMBED Equation.3  ���


	(   � EMBED Equation.3  ���


	(   � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���, αφού � EMBED Equation.3  ���


	(   � EMBED Equation.3  ���


	(   � EMBED Equation.3  ���


	(   � EMBED Equation.3  ���.





2.  Έχουμε


	(   � EMBED Equation.3  ���


	(   � EMBED Equation.3  ���


	(   � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���


	(   � EMBED Equation.3  ���


3.	α) Έχουμε 


			 � EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���       � EMBED Equation.3  ���


	β) α΄ τρόπος:	   Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε ο z θα είναι μη αρνητικός πραγματικός, αφού τέτοιος είναι και ο � EMBED Equation.3  ���. Επομένως θα είναι � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, οπότε θα έχουμε:


� EMBED Equation.3  ���


					     � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���


					     � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα,	   � EMBED Equation.3  ���.


	β΄  τρόπος:	Αν   � EMBED Equation.3  ���,   τότε:


		            � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���


			         � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα,	    � EMBED Equation.3  ���.


	γ) α΄ τρόπος:   Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε ο � EMBED Equation.3  ��� θα είναι μη αρνητικός πραγματικός. Επομένως θα είναι � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, οπότε θα έχουμε:


 		  � EMBED Equation.3  ���


			   � EMBED Equation.3  ���  � EMBED Equation.3  ���        � EMBED Equation.3  ���,    αφού    � EMBED Equation.3  ���


	Άρα,     � EMBED Equation.3  ���.


	β΄  τρόπος:	Όπως ο β΄ τρόπος της περίπτωσης 3β).





4.	α) Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε ο z θα απέχει από το � EMBED Equation.3  ��� απόσταση ίση με 1. Άρα, ο z θα βρίσκεται σε κύκλο κέντρου Ο και ακτίνας ρ=1, ο οποίος έχει εξίσωση � EMBED Equation.3  ���.


	β) Αν � EMBED Equation.3  ���, ο z θα απέχει από τον μιγαδικό  i  (δηλαδή από το σημείο Κ(0,1)) απόσταση σταθερή ίση με 1. Άρα, ο z θα βρίσκεται σε κύκλο κέντρου Κ(0,1) και ακτίνας � EMBED Equation.3  ���, ο οποίος έχει εξίσωση: � EMBED Equation.3  ���.


	γ) Ομοίως, αν � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή αν � EMBED Equation.3  ���, τότε ο z θα απέχει από τον μιγαδικό � EMBED Equation.3  ��� απόσταση ίση με 3. Άρα, ο z θα βρίσκεται σε κύκλο κέντρου � EMBED Equation.3  ��� και ακτίνας � EMBED Equation.3  ���, ο οποίος έχει εξίσωση  � EMBED Equation.3  ���.


	δ) Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε ο z θα βρίσκεται μεταξύ των κύκλων με κέντρο το � EMBED Equation.3  ��� και ακτίνες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


	ε) Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε ο z θα βρίσκεται στο εξωτερικό του κύκλου κέντρου � EMBED Equation.3  ��� και ακτίνας ρ=2 ή πάνω στον κύκλο αυτό.





5.	α) Έχουμε


	� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, οι αποστάσεις του μιγαδικού z από τους μιγαδικούς � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή από τα σημεία � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι ίσες. Επομένως ο z θα ανήκει στη μεσοκάθετο του τμήματος ΑΒ.


	β) Έχουμε


	� EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως, η απόσταση του μιγαδικού z από τον  i, είναι μεγαλύτερη από την απόσταση του από τον μιγαδικό � EMBED Equation.3  ���. Άρα ο z θα βρίσκεται στο ημιεπίπεδο που ορίζεται από τη μεσοκάθετο του ΑΒ και από το σημείο Β, όπου Α και Β τα σημεία με συντετεγμένες (0, 1) και � EMBED Equation.3  ��� αντιστοίχως.





6.	Έχουμε � EMBED Equation.3  ���, άρα � EMBED Equation.3  ���. Αφού � EMBED Equation.3  ���, ο γεωμετρικός τόπος της εικόνας Μ του z θα είναι ο μοναδιαίος κύκλος.





7. Από την ισότητα � EMBED Equation.3  ��� προκύπτει ότι η απόσταση του � EMBED Equation.3  ��� από το σημείο � EMBED Equation.3  ��� είναι σταθερή και ίση με 2. Επομένως το Μ ανήκει σε κύκλο με κέντρο � EMBED Equation.3  ��� και ακτίνα � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Word.Picture.6  ���


	Σύμφωνα με την εφαρμογή 2 (σελ. 199), ο μιγαδικός με το ελάχιστο μέτρο είναι ο � EMBED Equation.3  ��� και ο μιγαδικός με το μέγιστο μέτρο είναι ο � EMBED Equation.3  ���.

















8.	Είναι: 


	� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, οι εικόνες του w ανήκουν σε κύκλο με κέντρο το σημείο Κ(1,0) και ακτίνα ρ=2.





9.	α΄ τρόπος:


	Έστω   � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.   Τότε:


	� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα:


	� EMBED Equation.3  ���


				  � EMBED Equation.3  ���.





	β΄ τρόπος:


	Έχουμε:


		  � EMBED Equation.3  ���


				     � EMBED Equation.3  ���


				     � EMBED Equation.3  ���


				     � EMBED Equation.3  ���.








Β΄ ΟΜΑΔΑΣ





1.	Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε:


	� EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα:	


�PAGE  �








�PAGE  �185�














