	Άρα, οι ζητούμενες ευθείες θα είναι οι:


	� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.


	β΄  τρόπος:	Ένα σημείο � EMBED Equation.3  ��� ανήκει σε μια από τις ευθείες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, αν και μόνο αν απέχει από την ε απόσταση ίση με 4, δηλαδή, αν και μόνο αν


	� EMBED Equation.3  ���


			  � EMBED Equation.3  ���        ή   � EMBED Equation.3  ���


			  � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���           (1)


	Οι εξισώσεις (1) αποτελούν τις εξισώσεις των ευθειών � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.





7.	(i) Έχουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Άρα


	� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ��� μονάδες.


	(ii) Έχουμε � EMBED Equation.3  ���και � EMBED Equation.3  ���. Άρα


	� EMBED Equation.3  ��� μονάδες.


	(iii) Έχουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Άρα


	� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, δε σχηματίζεται τρίγωνο με κορυφές τα σημεία � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.





8.	Αφού το Μ είναι σημείο του άξονα � EMBED Equation.3  ��� θα έχει συντεταγμένες της μορφής � EMBED Equation.3  ���, οπότε θα είναι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως:


			� EMBED Equation.3  ���


						    � EMBED Equation.3  ���


						    � EMBED Equation.3  ���            ή   � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, το ζητούμενο σημείο θα είναι το Μ(14, 0) ή το Μ(0, 0).





9.	Αν � EMBED Equation.3  ��� είναι το ζητούμενο σημείο, τότε θα έχουμε:


	(	          � EMBED Equation.3  ���


			          � EMBED Equation.3  ���


			          � EMBED Equation.3  ���


			          � EMBED Equation.3  ���


	και


	(	      � EMBED Equation.3  ���


			          � EMBED Equation.3  ���


			          � EMBED Equation.3  ���    ή    � EMBED Equation.3  ���


			          � EMBED Equation.3  ���             ή    � EMBED Equation.3  ���


	Επομένως: 


	� EMBED Equation.3  ���    ή    � EMBED Equation.3  ���.


	Λύνοντας τα συστήματα αυτά βρίσκουμε ότι τα σημεία � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι τα ζητούμενα.





10.	Αν � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� οι τρεις κορυφές του παραλληλόγραμμου ΑΒΓΔ, τότε θα είναι  � EMBED Equation.3  ���  και  � EMBED Equation.3  ���. Άρα


	� EMBED Equation.3  ���.


Β΄  ΟΜΑΔΑΣ





1.	Οι ευθείες που διέρχονται από την αρχή Ο(0,0) είναι ο κατακόρυφος άξονας � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή η ευθεία � EMBED Equation.3  ��� και οι μη κατακόρυφες ευθείες � EMBED Equation.3  ���. Επειδή, όμως, το � EMBED Equation.3  ��� είναι σημείο του � EMBED Equation.3  ���, άξονας αυτός αποκλείεται να ικανοποιεί την απαίτηση του προβλήματος. Από τις � EMBED Equation.3  ���, η ζητούμενη είναι εκείνη που ισαπέχει από τα σημεία � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, θα έχουμε:


� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, οι ευθείες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι αυτές που ισαπέχουν από τα σημεία Α και Β.





2.	Αν � EMBED Equation.3  ��� είναι το σημείο του � EMBED Equation.3  ��� που ισαπέχει από την αρχή Ο(0, 0) και από την ευθεία � EMBED Equation.3  ��� τότε θα έχουμε:


		             � EMBED Equation.3  ���


					� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���


					� EMBED Equation.3  ���           ή   � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα υπάρχουν δύο σημεία του � EMBED Equation.3  ���, τα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� που ικανοποιούν τις απαιτήσεις του προβλήματος.





3.	Η ζητούμενη ευθεία αποκλείεται να είναι κατακόρυφη ή οριζόντια (αφού τέμνει και τους δύο άξονες). Αφού λοιπόν, διέρχεται από το σημείο � EMBED Equation.3  ���, θα έχει εξίσωση


				� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.			           (1)


	Από την (1), για � EMBED Equation.3  ���, έχουμε � EMBED Equation.3  ��� και, για � EMBED Equation.3  ���, έχουμε � EMBED Equation.3  ���. Άρα, η (1) τέμνει τους άξονες στα σημεία � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε είναι:


	� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα:


	� EMBED Equation.3  ���.


	Για τη λύση της εξίσωσης αυτής διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:


	(   Αν  � EMBED Equation.3  ���, τότε


� EMBED Equation.3  ���


	(   Αν  � EMBED Equation.3  ���, τότε


� EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως, οι ευθείες με εξισώσεις


	� EMBED Equation.3  ���,    � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���


	είναι οι ζητούμενες.





4.	Επειδή οι απόσταση του σημείου � EMBED Equation.3  ��� από τον άξονα � EMBED Equation.3  ��� ισούται με � EMBED Equation.3  ���, μία από τις ζητούμενες ευθείες είναι ο άξονας � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή η ευθεία με εξίσωση � EMBED Equation.3  ���.


	Αν τώρα είναι � EMBED Equation.3  ��� η εξίσωση της μη κατακόρυφης που διέρχεται από το � EMBED Equation.3  ��� και η οποία απέχει από το σημείο � EMBED Equation.3  ��� απόσταση ίση με 1 τότε θα έχουμε:


	� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, η ζητούμενη μη κατακόρυφη ευθεία είναι η    � EMBED Equation.3  ���.





5.	Η εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� γράφεται ισοδύναμα � EMBED Equation.3  ���. Άρα, αν ένα σημείο Μ ανήκει σε αυτήν, οι συντεταγμένες του θα είναι της μορφής � EMBED Equation.3  ���. Έτσι, αν η απόσταση του Μ από την ευθεία � EMBED Equation.3  ��� ισούται με 1, θα έχουμε:


			� EMBED Equation.3  ���


					      � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���


					      � EMBED Equation.3  ���        ή   � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, τα σημεία � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� απέχουν από την ευθεία � EMBED Equation.3  ��� απόσταση ίση με 1.





6.	Έχουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά, αν και μόνο αν τα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι συγγραμμικά. Όμως:


� EMBED Equation.3  ���


					� EMBED Equation.3  ���


					� EMBED Equation.3  ���


					� EMBED Equation.3  ���.





7.	α΄ τρόπος:	Είναι � EMBED Equation.3  ���. Άρα, η μεσοκάθετος του ΑΒ θα έχει συντελεστή διεύθυνσης � EMBED Equation.3  ��� και, αφού διέρχεται από το σημείο � EMBED Equation.3  ���, θα έχει εξίσωση:


	� EMBED Equation.3  ���,   δηλαδή   � EMBED Equation.3  ���.


	Από την εξίσωση αυτή, για � EMBED Equation.3  ���, έχουμε � EMBED Equation.3  ��� ενώ, για � EMBED Equation.3  ���, έχουμε � EMBED Equation.3  ���. Άρα, η μεσοκάθετος του ΑΒ τέμνει τον άξονα � EMBED Equation.3  ��� στο σημείο � EMBED Equation.3  ���, με � EMBED Equation.3  ���, και τον άξονα � EMBED Equation.3  ��� στο σημείο � EMBED Equation.3  ��� με � EMBED Equation.3  ���. Έτσι έχουμε ήδη εκφράσει τα � EMBED Equation.3  ��� συναρτήσει των α και β, οπότε έχουμε:


	(i) 		  � EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���.


	(ii) 	� EMBED Equation.3  ���


	β΄  τρόπος:	Τα διανύσματα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι κάθετα και τα σημεία � EMBED Equation.3  ��� συνευθειακά. Άρα, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� οπότε …





8.	Ένα σημείο � EMBED Equation.3  ��� ανήκει σε μια από τις διχοτόμους των γωνιών που ορίζουν οι ευθείες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, αν και μόνο αν ισαπέχει από τις δύο ευθείες, δηλαδή, αν και μόνο αν ισχύει


		� EMBED Equation.3  ���


					 � EMBED Equation.3  ���


					 � EMBED Equation.3  ���


					 � EMBED Equation.3  ���  ή   � EMBED Equation.3  ���.


     Άρα, οι εξισώσεις των διχοτόμων είναι οι: � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


9.	Οι συντεταγμένες του σημείου τομής των ευθειών � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι η λύση του συστήματος   � EMBED Equation.3  ���,   που είναι το ζεύγος   � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, το κοινό σημείο των ευθειών αυτών είναι το � EMBED Equation.3  ���. Η απόσταση της κατακόρυφης � EMBED Equation.3  ��� από το � EMBED Equation.3  ��� είναι ίση με 1. Άρα η ευθεία αυτή δεν ικανοποιεί τις απαιτήσεις του προβλήματος. Οι μη κατακόρυφες που διέρχονται από το � EMBED Equation.3  ��� έχουν εξίσωση � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, η οποία γράφεται ισοδύναμα


	� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


	Από αυτές η ζητούμενη είναι εκείνη που απέχει από το � EMBED Equation.3  ��� απόσταση ίση με � EMBED Equation.3  ���. Άρα, έχουμε:


	        � EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, οι ζητούμενες ευθείες είναι οι:        � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.





10.	Ένα σημείο � EMBED Equation.3  ��� είναι σημείο του ζητούμενου συνόλου, αν και μόνο αν ισχύει � EMBED Equation.3  ���.  Όμως:


	� EMBED Equation.3  ���


	Επομένως:


		            � EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���    ή  � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, το ζητούμενο σύνολο αποτελείται από τις ευθείες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ  2ου  ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ








1.	Θεωρούμε την κατακόρυφη που διέρχεται από το � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή την � EMBED Equation.3  ���, ή οποία τέμνει την � EMBED Equation.3  ��� στο σημείο � EMBED Equation.3  ��� και την � EMBED Equation.3  ��� στο � EMBED Equation.3  ���. Έχουμε � EMBED Equation.3  ���. Άρα η � EMBED Equation.3  ��� είναι μία λύση του προβλήματός μας.


	Έστω, τώρα, μία μη κατακόρυφη ευθεία που διέρχεται από το σημείο � EMBED Equation.3  ���. Η ευθεία αυτή θα έχει εξίσωση της μορφής � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή της μορφής � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���. Η λύση του συστήματος � EMBED Equation.3  ��� δίνει τις συντεταγμένες του Α, ενώ η λύση του συστήματος � EMBED Equation.3  ��� δίνει τις συντεταγμένες του Β. Για να έχουν λύση τα συστήματα αυτά αρκεί � EMBED Equation.3  ���. Λύνοντας τα παραπάνω συστήματα βρίσκουμε ότι οι συντεταγμένες των Α και Β είναι αντιστοίχως � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Έτσι, θα είναι:


		� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


	Άρα, η δεύτερη ευθεία που ικανοποιεί τις απαιτήσεις μας έχει εξίσωση � EMBED Equation.3  ���.





2.	Οι συντεταγμένες του σημείου τομής των δύο ευθειών είναι η λύση του συστήματος � EMBED Equation.3  ��� , του οποίου η ορίζουσα είναι


	� EMBED Equation.3  ��� για κάθε � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, το σύστημα αυτό έχει μοναδική λύση για κάθε � EMBED Equation.3  ���, επομένως οι ευθείες πάντα τέμνονται. Για την εύρεση της λύσης του συστήματος έχουμε:


	� EMBED Equation.3  ���


	και


			   � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα


	� EMBED Equation.3  ���.


	Έτσι, για τις συντεταγμένες του κοινού σημείου των ευθειών έχουμε:


	� EMBED Equation.3  ���


	Η ευθεία � EMBED Equation.3  ��� είναι ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος.





3.	Αν � EMBED Equation.3  ��� το κοινό σημείο των τριών ευθειών, και � EMBED Equation.3  ��� τα σημεία με συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ���, (� EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, τότε θα είναι � EMBED Equation.3  ��� και, επιπλέον, θα ισχύει:


	� EMBED Equation.3  ���,   οπότε θα έχουμε   � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως, το ζεύγος (� EMBED Equation.3  ���) είναι μία λύση του συστήματος


	� EMBED Equation.3  ���.


	Επειδή � EMBED Equation.3  ���, το σύστημα έχει δύο, τουλάχιστον, λύσεις την � EMBED Equation.3  ��� και την � EMBED Equation.3  ���. Άρα, η ορίζουσά του θα είναι ίση με μηδέν, δηλαδή θα ισχύει:


	� EMBED Equation.3  ��� συνευθειακά.





4.	Οι συντεταγμένες του σημείου τομής των δύο ευθειών είναι η λύση του συστήματος


	� EMBED Equation.3  ���


	το οποίο, αν � EMBED Equation.3  ���, έχει μοναδική λύση την � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως, σημείο τομής των δύο ευθειών είναι το � EMBED Equation.3  ���, οπότε η η ευθεία ΜΑ θα έχει συντελεστή διεύθυνσης � EMBED Equation.3  ��� και άρα εξίσωση � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���.





5.	Αρκεί να βρούμε την απόσταση ενός σημείου της ευθείας � EMBED Equation.3  ��� από την ευθεία � EMBED Equation.3  ���. Η � EMBED Equation.3  ��� τέμνει τον άξονα � EMBED Equation.3  ��� στο σημείο � EMBED Equation.3  ��� του οποίου η απόσταση από την � EMBED Equation.3  ��� είναι


	� EMBED Equation.3  ���.


	Όμως οι ευθείες � EMBED Equation.3  ��� είναι παράλληλες. Άρα, θα έχουν ίσους συντελεστές διεύθυνσης, δηλαδή θα ισχύει � EMBED Equation.3  ��� ή, ισοδύναμα, � EMBED Equation.3  ���, οπότε θα είναι:


	� EMBED Equation.3  ���


	(αφού � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���).





6.	(i) Έχουμε


  	� EMBED Equation.3  ���


			    � EMBED Equation.3  ���


			    � EMBED Equation.3  ���


			    � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���


			    � EMBED Equation.3  ���           ή   � EMBED Equation.3  ���


			    � EMBED Equation.3  ���         ή   � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, η � EMBED Equation.3  ��� παριστάνει τις ευθείες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


	(ii) Θεωρούμε τα διανύσματα � EMBED Equation.3  ��� που είναι παράλληλα στις δύο προηγούμενες ευθείες καθώς και το � EMBED Equation.3  ��� που είναι παράλληλο στην � EMBED Equation.3  ���. Αν � EMBED Equation.3  ��� είναι η γωνία των � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� η γωνία των � EMBED Equation.3  ���, θα είναι:


	� EMBED Equation.3  ���


	άρα � EMBED Equation.3  ���. Ομοίως δείχνουμε ότι � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ��� και το ζητούμενο έχει αποδειχτεί.








� EMBED Word.Picture.6  ���


7.	(i) Για να ορίζει η ευθεία � EMBED Equation.3  ��� με τους άξονες τρίγωνο, αρκεί να είναι α, β, γ� EMBED Equation.3  ���. Η ευθεία αυτή τέμνει τους άξονες στα σημεία � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, το ΑΟΒ είναι ισοσκελές, αν και μόνο αν  επιπλέον ισχύει


    � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, η ευθεία σχηματίζει με τους άξονες ισοσκελές τρίγωνο, αν και μόνο αν � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


	(ii) 	( Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε οι ευθείες συμπίπτουν με τον άξονα � EMBED Equation.3  ���, οπότε αποκλείεται ο άξονας � EMBED Equation.3  ��� να διχοτομεί τη γωνία τους.


� EMBED Word.Picture.6  ���


	( Αν ένας μόνο από τους � EMBED Equation.3  ��� είναι μηδέν, τότε πάλι αποκλείεται ο άξονας � EMBED Equation.3  ��� να διχοτομεί τη γωνία τους.


	( Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε οι ευθείες � EMBED Equation.3  ��� έχουν συντελεστή διεύθυνσης � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� αντιστοίχως και, επειδή διέρχονται από την αρχή των αξόνων, για να διχοτομεί ο � EMBED Equation.3  ��� τη γωνία τους πρέπει και αρκεί να ισχύει:


	� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Word.Picture.6  ���


(i) Αφού η ευθεία � EMBED Equation.3  ��� τέμνει και τους δύο ημιάξονες (όχι στο Ο) θα είναι � EMBED Equation.3  ���. Έτσι, για � EMBED Equation.3  ���, έχουμε � EMBED Equation.3  ���. Άρα, το σημείο τομής της ευθείας με τον � EMBED Equation.3  ��� είναι το � EMBED Equation.3  ��� και ανήκει στον θετικό ημιάξονα � EMBED Equation.3  ���, αν και μόνο αν � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���.


	Ομοίως,  για � EMBED Equation.3  ���,  το σημείο  τομής  της ευθείας  και του άξονα � EMBED Equation.3  ��� είναι το � EMBED Equation.3  ��� και ανήκει στον αρνητικό ημιάξονα � EMBED Equation.3  ���, αν και μόνο αν � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Word.Picture.6  ���


	(ii)  (  Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε η ευθεία έχει εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� (κατακόρυφη), οπότε για να μην έχει σημεία στο 1ο τεταρτημόριο πρέπει και αρκεί � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή 


	� EMBED Equation.3  ���,   με   � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Word.Picture.6  ���


	(   Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε η ευθεία έχει εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� (οριζόντια), οπότε για να μην έχει σημεία στο 1ο τεταρτημόριο πρέπει και αρκεί � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή


		� EMBED Equation.3  ���,   με   � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.








� EMBED Word.Picture.6  ���


	(  Αν � EMBED Equation.3  ��� τότε η ευθεία τέμνει τους άξονες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� στα σημεία � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� αντιστοίχως, οπότε για να μην έχει σημεία στο 1ο τεταρτημόριο, πρέπει και αρκεί � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή


		� EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� με � EMBED Equation.3  ���.
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