	( Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε ο α είναι πολλαπλάσιο του ν, αφού � EMBED Equation.3  ���


	( Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε ο � EMBED Equation.3  ��� είναι πολλαπλάσιο του ν, αφού


� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, σε κάθε περίπτωση, ένας τουλάχιστον από τους αριθμούς � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ��� είναι πολλαπλάσιο του ν. Θα δείξουμε τώρα ότι ακριβώς ένας είναι πολλαπλάσιο του ν. Ας υποθέσουμε ότι δύο τουλάχιστον από τους παραπάνω αριθμούς είναι πολλαπλάσια του ν, για παράδειγμα οι


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   όπου   � EMBED Equation.3  ���.


	Τότε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���, που είναι άτοπο, αφού � EMBED Equation.3  ���.





2.	Επειδή � EMBED Equation.3  ���, έχουμε � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���    (1)


	Άρα � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ��� και άρα � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, οπότε από την (1) βρίσκουμε ότι � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���. Έχουμε δηλαδή


				� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���		           (1)


	οπότε η αρχική σχέση γράφεται � EMBED Equation.3  ��� ή ισοδύναμα


					� EMBED Equation.3  ���.			           (2)


	Επειδή � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� θα είναι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε λόγω της (2), θα έχουμε:


� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα


� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���


	οπότε, λόγω της (1), έχουμε


� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.





3.	Οι ν-διαδοχικοί περιττοί φυσικοί είναι της μορφής:


	� EMBED Equation.3  ���,    όπου α περιττός φυσικός.


	Επομένως, το άθροισμά τους S θα είναι ίσο με


             � EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


	Επειδή � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� (αφού � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���), ο αριθμός � EMBED Equation.3  ��� είναι σύνθετος.





4.	(i) Ας υποθέσουμε ότι � EMBED Equation.3  ���. Τότε ο � EMBED Equation.3  ��� θα έχει έναν τουλάχιστον θετικό πρώτο διαιρέτη p, οπότε θα ισχύει


� EMBED Equation.3  ���   και άρα θα έχουμε  � EMBED Equation.3  ���.


	( Αν � EMBED Equation.3  ���, επειδή � EMBED Equation.3  ���, θα ισχύει � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���. Έτσι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���, άτοπο.


	( Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε και πάλι καταλήγουμε σε άτοπο.


	Άρα � EMBED Equation.3  ���.


	(ii) Αν υποθέσουμε ότι � EMBED Equation.3  ���, τότε θα ισχύει


					� EMBED Equation.3  ���			           (1)


	Επειδή � EMBED Equation.3  ���, σύμφωνα με το ερώτημα (i), έχουμε


� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα � EMBED Equation.3  ���, με � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���, που είναι άτοπο, αφού � EMBED Equation.3  ���.





5.	(i) (  Ας υποθέσουμε ότι � EMBED Equation.3  ���. Τότε ο � EMBED Equation.3  ��� θα έχει έναν τουλάχιστον θετικό πρώτο διαιρέτη p, οπότε θα ισχύει


� EMBED Equation.3  ���   και άρα θα έχουμε   � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως, σε κάθε περίπτωση � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���, που είναι άτοπο.


	    (Έστω � EMBED Equation.3  ���. Τότε � EMBED Equation.3  ���, οπότε, αν θέσουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, έχουμε


			        � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���,   με � EMBED Equation.3  ���.		           (1)


	Επομένως � EMBED Equation.3  ���, οπότε


� EMBED Equation.3  ���.


	(ii) Σύμφωνα με το (i) έχουμε


� EMBED Equation.3  ���


	οπότε


� EMBED Equation.3  ���.


	Έτσι έχουμε ότι


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα (� EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���)  ή  (� EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���).





6.	Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν � EMBED Equation.3  ��� τέτοιοι ώστε


� EMBED Equation.3  ���,   με   � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.


	Τότε θα ισχύει


				      � EMBED Equation.3  ���			           (1)


	Άρα � EMBED Equation.3  ��� και επειδή � EMBED Equation.3  ���, έχουμε � EMBED Equation.3  ���. Όμως � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���. Επομένως � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���. Άρα � EMBED Equation.3  ��� και, λόγω της (1), � EMBED Equation.3  ���.





7.	(i) Έστω � EMBED Equation.3  ��� η ανισότητα που θέλουμε να αποδείξουμε.


	(   Η ανισότητα αληθεύει για � EMBED Equation.3  ���, αφού � EMBED Equation.3  ���.


	(   Θα αποδείξουμε ότι, αν η � EMBED Equation.3  ��� είναι αληθής, θα είναι αληθής και η � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή ότι:


	Αν � EMBED Equation.3  ���	(1),    τότε και    � EMBED Equation.3  ���.


	Πράγματι, λόγω της (1), έχουμε


  � EMBED Equation.3  ���


					� EMBED Equation.3  ���


	Επομένως, αρκεί να δείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ��� για κάθε � EMBED Equation.3  ���. Πράγματι έχουμε


� EMBED Equation.3  ���


					      � EMBED Equation.3  ���


					      � EMBED Equation.3  ���	που ισχύει, αφού � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, η ανισότητα � EMBED Equation.3  ��� αληθεύει για κάθε � EMBED Equation.3  ���.


	(ii) Αν � EMBED Equation.3  ��� είναι μια θετική ακέραια λύση της εξίσωσης, τότε θα ισχύει


					� EMBED Equation.3  ���				           (1)


	Επομένως, ο α θα έχει ως μοναδικό πρώτο διαιρέτη τον 2, συνεπώς θα είναι της μορφής � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���. Έτσι η (1) γράφεται


� EMBED Equation.3  ���.


	Έτσι, λόγω της (1), πρέπει � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, οι πιθανές τιμές του κ είναι οι � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���.


	( Για � EMBED Equation.3  ���, έχουμε � EMBED Equation.3  ���, που είναι λύση της εξίσωσης


	( Για � EMBED Equation.3  ���, έχουμε � EMBED Equation.3  ���, που είναι και αυτή λύση της εξίσωσης.


	Άρα, οι μοναδικές θετικές ακέραιες λύσεις της εξίσωσης � EMBED Equation.3  ��� είναι οι 2 και 4.





8.	(i) Έχουμε


� EMBED Equation.3  ���.


	Επειδή ο � EMBED Equation.3  ���είναι πρώτος και � EMBED Equation.3  ��� (αφού � EMBED Equation.3  ���), πρέπει � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή πρέπει � EMBED Equation.3  ���. Άρα � EMBED Equation.3  ���.


	Αν, τώρα, υποθέσουμε ότι ο ν είναι σύνθετος, τότε αυτός παίρνει τη μορφή


� EMBED Equation.3  ���,   όπου   � EMBED Equation.3  ���   φυσικοί μεγαλύτεροι του 1.


	Έτσι, θα έχουμε


     � EMBED Equation.3  ���


						� EMBED Equation.3  ���	,	     όπου � EMBED Equation.3  ���


						� EMBED Equation.3  ���.


	Επειδή � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, (αφού � EMBED Equation.3  ���) η ισότητα � EMBED Equation.3  ��� δηλώνει ότι ο � EMBED Equation.3  ��� είναι σύνθετος, που είναι άτοπο.


	(ii) Ας υποθέσουμε ότι � EMBED Equation.3  ���. Τότε ο ν θα είναι της μορφής


� EMBED Equation.3  ���,   όπου   � EMBED Equation.3  ���   και   λ  περιττός μεγαλύτερος του 1.


	Έτσι θα έχουμε


			      � EMBED Equation.3  ���


				  � EMBED Equation.3  ���,	όπου  � EMBED Equation.3  ���


				  � EMBED Equation.3  ���,   επειδή  λ  περιττός.


	Άρα ο � EMBED Equation.3  ��� έχει ως παράγοντα τον � EMBED Equation.3  ���, για τον οποίο ισχύει


� EMBED Equation.3  ���,   αφού   � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως, ο � EMBED Equation.3  ��� είναι σύνθετος, που είναι άτοπο.





9.	(i) Είναι � EMBED Equation.3  ���. 


	Επομένως � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���.


	(ii) Αν υποθέσουμε ότι η εξίσωση έχει μια τουλάχιστον ακέραια λύση � EMBED Equation.3  ���, τότε θα ισχύει


				        � EMBED Equation.3  ���			           (1)


	Όμως, λόγω της (i), είναι 


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, θα έχουμε


� EMBED Equation.3  ���


	οπότε, λόγω της (1) θα είναι


				� EMBED Equation.3  ���			           (2)


	Επειδή το υπόλοιπο της διαίρεσης του 1998 με το 8 είναι ίσο με 6, έχουμε � EMBED Equation.3  ���, που αντίκειται στην (2). Άρα η εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� δεν έχει ακέραιες λύσεις.





10.	(i) (   Επειδή � EMBED Equation.3  ���, είναι � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ��� και άρα


					� EMBED Equation.3  ���			           (1)


	(   Έχουμε


		� EMBED Equation.3  ���,    � EMBED Equation.3  ���,    � EMBED Equation.3  ���


		� EMBED Equation.3  ���,    � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα	� EMBED Equation.3  ���, οπότε


					� EMBED Equation.3  ���			           (2)


	(   Επειδή � EMBED Equation.3  ���, λόγω των (1) και (2), έχουμε


� EMBED Equation.3  ���


	(ii) Επειδή � EMBED Equation.3  ���, έχουμε


			 � EMBED Equation.3  ���


					  � EMBED Equation.3  ���,   αφού � EMBED Equation.3  ���


					  � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, το τελευταίο διψήφιο τμήμα του αριθμού � EMBED Equation.3  ��� είναι το 81.





11.	(i) Αρκεί ο αριθμός � EMBED Equation.3  ��� να είναι ακέραιος. Όμως έχουμε: 


	� EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως, αρκεί ο � EMBED Equation.3  ��� να είναι ακέραιος, που συμβαίνει, αν και μόνο αν � EMBED Equation.3  ��� ή, ισοδύναμα, αν και μόνο αν � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή, αν και μόνο αν


� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.


y


x


	(ii) Αν � EMBED Equation.3  ��� είναι τα μήκη των πλευρών ενός από ζητούμενα ορθογώνια, τότε θα ισχύει


� EMBED Word.Picture.6  ���


	     � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���	(1)


	Άρα � EMBED Equation.3  ���, οπότε, λόγω της (i) , θα είναι � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, λόγω της (1), τα ζητούμενα ορθογώνια έχουν διαστάσεις:


� EMBED Equation.3  ���,    � EMBED Equation.3  ���    και    � EMBED Equation.3  ���.


	(iii) Επειδή η γωνία α καθενός από τα κανονικά ν-γωνα είναι ίση � EMBED Equation.3  ���, αν ο χώρος γύρω από το Α καλυφθεί με κ κανονικά ν-γωνα, τότε θα ισχύει


� EMBED Equation.3  ���.


	Έτσι, ο αριθμός � EMBED Equation.3  ��� θα είναι ακέραιος, οπότε, λόγω της (1), θα είναι � EMBED Equation.3  ���ή � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���. Άρα, ο χώρος γύρω από το Α μπορεί να καλυφθεί μόνο με 3 ισόπλευρα τρίγωνα ή με 4 τετράγωνα ή με 6 κανονικά εξάγωνα.





12.	Έστω x η πλευρά του μεγάλου τετραγώνου και y η πλευρά του μικρού τετραγώνου που είναι διαφορετική της μονάδας. Τότε θα ισχύει


� EMBED Equation.3  ���


	οπότε


				        � EMBED Equation.3  ���			           (1)


	Όμως ισχύει � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, έχουμε


� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���


	και επειδή οι � EMBED Equation.3  ��� είναι ακέραιοι με � EMBED Equation.3  ���, είναι μόνο   � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα το ζητούμενο τετράγωνο έχει πλευρά 7, οπότε το εμβαδόν του είναι 49, και χωρίζεται σε 25 τετράγωνα από τα οποία τα 24 έχουν πλευρά 1 και το ένα πλευρά 5.





13.	Ας υποθέσουμε ότι � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� είναι οι διψήφιοι και � EMBED Equation.3  ��� οι μονοψήφιοι από τους ζητούμενους αριθμούς. Τότε θα ισχύει:


� EMBED Equation.3  ���


	οπότε


� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα


		      � EMBED Equation.3  ���           (1)


	Επειδή οι ακέραιοι � EMBED Equation.3  ��� είναι τα ψηφία � EMBED Equation.3  ���, αλλά μόνο μια φορά, το άθροισμά τους θα είναι ίσο με � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, αν το άθροισμα των ψηφίων των δεκάδων είναι ίσο με S, τότε το άθροισμα των ψηφίων των μονάδων θα είναι ίσο με � EMBED Equation.3  ���. Έτσι, η ισότητα (1) γράφεται � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ��� και άρα � EMBED Equation.3  ��� άτοπο. Επομένως, το πρόβλημα δεν έχει λύση.





14.	(i) Επειδή � EMBED Equation.3  ���, έχουμε � EMBED Equation.3  ���, οπότε, αν θέσουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, θα ισχύει


		        � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   με   � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���	           (1)


	Επομένως, η σχέση � EMBED Equation.3  ��� γράφεται:


� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα		� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.


	(ii) Επειδή    � EMBED Equation.3  ���,    έχουμε    � EMBED Equation.3  ���, οπότε, αν θέσουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, θα ισχύει


			� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   με   � EMBED Equation.3  ���   και  � EMBED Equation.3  ���	           (2)


	Επομένως, η σχέση � EMBED Equation.3  ��� γράφεται


� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα		� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.


	(iii) Επειδή � EMBED Equation.3  ���, λόγω της υπόθεσης, έχουμε � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���. Έτσι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε αναγόμαστε στην (ii) περίπτωση.


	(iv) Επειδή � EMBED Equation.3  ���, λόγω της υπόθεσης έχουμε � EMBED Equation.3  ���. Έτσι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε αναγόμαστε στην (ii) περίπτωση.


	(v) Έστω � EMBED Equation.3  ���. Τότε � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ��� με � EMBED Equation.3  ���. Αν θέσουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, τότε έχουμε


� EMBED Equation.3  ���        (3)                  και     � EMBED Equation.3  ���        (4)


	Έτσι   � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.


	(  Αν � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, τότε � EMBED Equation.3  ���και � EMBED Equation.3  ���, οπότε η σχέση � EMBED Equation.3  ��� γράφεται:


� EMBED Equation.3  ���


	και συνεπώς  � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


	(   Αν � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, τότε � EMBED Equation.3  ���και � EMBED Equation.3  ���, οπότε η σχέση � EMBED Equation.3  ��� γράφεται:


� EMBED Equation.3  ���


	και συνεπώς  � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


	(   Αν � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, τότε � EMBED Equation.3  ���και � EMBED Equation.3  ���, οπότε η σχέση � EMBED Equation.3  ��� γράφεται:


� EMBED Equation.3  ���


	και συνεπώς  � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.





15.	Αν � EMBED Equation.3  ��� είναι οι κοινοί και μη κοινοί θετικοί πρώτοι παράγοντες των α και β, τότε θα ισχύει


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���


	όπου � EMBED Equation.3  ��� φυσικοί αριθμοί. Επομένως θα είναι


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.


	Έτσι, θα έχουμε


� EMBED Equation.3  ���,   όπου   � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���


	και


� EMBED Equation.3  ���,   όπου   � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���.


	Όμως, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, είναι:


� EMBED Equation.3  ���.





16.	Επειδή � EMBED Equation.3  ���, οι κανονικές μορφές των α και β δεν έχουν κοινούς παράγοντες. Επομένως, θα ισχύει


			    � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���		           (1)


	όπου � EMBED Equation.3  ��� θετικοί πρώτοι, διαφορετικοί ανά δύο, και � EMBED Equation.3  ��� θετικοί ακέραιοι.


	Έτσι, θα έχουμε


				� EMBED Equation.3  ���		           (2)


	Επειδή το γινόμενο � EMBED Equation.3  ��� είναι τετράγωνο θετικού ακέραιου, οι εκθέτες � EMBED Equation.3  ��� θα είναι όλοι άρτιοι, δηλαδή της μορφής


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   όπου   � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως, λόγω της (1), έχουμε


			� EMBED Equation.3  ���


	και


			� EMBED Equation.3  ���.
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