� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, οι μη αρνητικές ακέραιες λύσεις της (1) είναι οι:

			� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���

			� EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���,  � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���,  � EMBED Equation.3  ���.





Β΄ ΟΜΑΔΑΣ



1.	Αν καθένα από τα μεγάλα πακέτα περιέχει x σαπούνια και καθένα από τα μικρά πακέτα περιέχει y σαπούνια, τότε θα ισχύει

				� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���		           (1)

	Αναζητούμε, επομένως, θετικές ακέραιες λύσεις της εξίσωσης (1). Επειδή � EMBED Equation.3  ���, η εξίσωση (1) έχει ακέραιες λύσεις. Αρχικά βρίσκουμε μια ειδική λύση της (1) ως εξής:

	Γράφουμε τον � EMBED Equation.3  ��� ως γραμμικό συνδυασμό των 19 και 3:

					� EMBED Equation.3  ���			           (2)

	Πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη της (2) με 224:

� EMBED Equation.3  ���

	Άρα μια ειδική λύση της (1) είναι η � EMBED Equation.3  ���. Επομένως οι ακέραιες λύσεις της (1) δίνονται από τους τύπους

			    � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,    � EMBED Equation.3  ���		           (3)

	Από τις λύσεις αυτές θα βρούμε εκείνες για τις οποίες ισχύει � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.

	Έχουμε

� EMBED Equation.3  ���

			� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως, οι αντίστοιχες τιμές των x και y δίνονται από τον πίνακα

� EMBED Equation.3  ����� EMBED Equation.3  ����� EMBED Equation.3  ����� EMBED Equation.3  ����� EMBED Equation.3  ������ EMBED Equation.3  ����� EMBED Equation.3  ����� EMBED Equation.3  ����� EMBED Equation.3  ����� EMBED Equation.3  �����	και επειδή � EMBED Equation.3  ���, θα είναι � EMBED Equation.3  ���.



2.	Αναζητούμε θετικούς ακέραιους x και y για τους οποίους ισχύει

					� EMBED Equation.3  ���			           (1)

	Επειδή � EMBED Equation.3  ���, η εξίσωση (1) έχει ακέραιες λύσεις. Αρχικά βρίσκουμε μια ειδική λύση της (1) ως εξής:

	Γράφουμε τον � EMBED Equation.3  ��� ως γραμμικό συνδυασμό των 7 και 11:

					� EMBED Equation.3  ���			           (2)

	Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της (2) με 100:

� EMBED Equation.3  ���

	Άρα μια ειδική λύση της (1) είναι η � EMBED Equation.3  ���. Επομένως οι ακέραιες λύσεις της (1) δίνονται από τους τύπους:

			      � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���		           (3)

	Θα βρούμε τώρα τις θετικές λύσεις της (1). Έχουμε λοιπόν

� EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως, η εξίσωση έχει μια μόνο θετική λύση την � EMBED Equation.3  ���. Άρα

� EMBED Equation.3  ���.



3.	Έστω � EMBED Equation.3  ���. Επειδή � EMBED Equation.3  ��� η εξίσωση έχει ακέραιες λύσεις. Αν � EMBED Equation.3  ��� είναι μια ακέραια λύση της εξίσωσης, τότε οι ακέραιες λύσεις της, � EMBED Equation.3  ���, θα δίνονται από τις σχέσεις

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���.

	Ας θεωρήσουμε τώρα δύο λύσεις � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� της εξίσωσης. Τότε

� EMBED Equation.3  ���	(1)   και   � EMBED Equation.3  ���	    (2),    όπου   � EMBED Equation.3  ���

	οπότε, η απόσταση των � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� θα είναι ίση με

� EMBED Equation.3  ���

					        � EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως, η απόσταση (ΑΒ) ελαχιστοποιείται, όταν ελαχιστοποιηθεί η παράσταση � EMBED Equation.3  ���. Αυτό συμβαίνει όταν � EMBED Equation.3  ���, οπότε η ελάχιστη απόσταση ανάμεσα σε δύο διαφορετικά σημεία της ευθείας � EMBED Equation.3  ��� με ακέραιες συντεταγμένες είναι ίση με � EMBED Equation.3  ���.



4.	(i) Η εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� έχει ακέραιες λύσεις, αφού � EMBED Equation.3  ���. Μια προφανής λύση της είναι η � EMBED Equation.3  ���. Άρα, οι λύσεις, � EMBED Equation.3  ���, της εξίσωσης δίνονται από τους τύπους

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   όπου   � EMBED Equation.3  ���.

	Ας υποθέσουμε ότι η εξίσωση έχει θετικές λύσεις, τότε θα ισχύει

� EMBED Equation.3  ���,

	που είναι αδύνατο, αφού � EMBED Equation.3  ���. Άρα, η εξίσωση δεν έχει θετικές ακέραιες λύσεις.

	(ii) Η εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� έχει ακέραιες λύσεις, αφού � EMBED Equation.3  ���. Μια προφανής λύση της εξίσωσης είναι η � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, οι λύσεις, � EMBED Equation.3  ���, της εξίσωσης δίνονται από τους τύπους:

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   όπου   � EMBED Equation.3  ���.

	Αναζητούμε θετικές λύσεις της εξίσωσης. Άρα θέλουμε να ισχύει

� EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, μοναδική θετική λύση της εξίσωσης είναι η � EMBED Equation.3  ���.

5.	Έστω � EMBED Equation.3  ��� οι αριθμητές των κλασμάτων. Τότε θα ισχύει

			   � EMBED Equation.3  ���,   ή,  ισοδύναμα,   � EMBED Equation.3  ���.	           (1)

	Αναζητούμε, επομένως, τις θετικές ακέραιες λύσεις της εξίσωσης (1). Επειδή � EMBED Equation.3  ���, η (1) έχει ακέραιες λύσεις. Μια ειδική της λύση είναι η � EMBED Equation.3  ���. Άρα, οι ακέραιες λύσεις, � EMBED Equation.3  ���, της (1) δίνονται από τους τύπους

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   όπου   � EMBED Equation.3  ���.

	Έτσι έχουμε

� EMBED Equation.3  ���.

	Άρα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� και επομένως � EMBED Equation.3  ���.





4.7   ΙΣΟΫΠΟΛΟΙΠΟΙ  ΑΡΙΘΜΟΙ





Α΄ ΟΜΑΔΑΣ



1.	Για τα στοιχεία του συνόλου Α έχουμε:

	  � EMBED Equation.3  ���,		οπότε	  � EMBED Equation.3  ���

	� EMBED Equation.3  ���,	οπότε	� EMBED Equation.3  ���

	  � EMBED Equation.3  ���,		οπότε	  � EMBED Equation.3  ���

	  � EMBED Equation.3  ���,		οπότε	  � EMBED Equation.3  ���

	  � EMBED Equation.3  ���,		οπότε	  � EMBED Equation.3  ���

	� EMBED Equation.3  ���,	οπότε	� EMBED Equation.3  ���



2.	(i) Αληθής για κάθε � EMBED Equation.3  ���, αφού � EMBED Equation.3  ���

	(ii) Αληθής για κάθε � EMBED Equation.3  ���, αφού � EMBED Equation.3  ���

	(iii) Δεν αληθεύει για κάθε � EMBED Equation.3  ���, αφού � EMBED Equation.3  ��� που δεν είναι πολλαπλάσιο του 4 όταν ο κ είναι περιττός.

	(iv) Αληθής για κάθε � EMBED Equation.3  ���. Πράγματι είναι� EMBED Equation.3  ��� οπότε � EMBED Equation.3  ���.



3.	Είναι

			      � EMBED Equation.3  ���		         � EMBED Equation.3  ���

	Η (2), λόγω της (1) γράφεται

� EMBED Equation.3  ���

					         � EMBED Equation.3  ���

					         � EMBED Equation.3  ���,

	οπότε, από την (1) παίρνουμε

� EMBED Equation.3  ���.



4.	(i) Έστω α ένας από τους ζητούμενους θετικούς ακέραιους. Τότε θα ισχύει

				� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���		           (1)

	οπότε θα υπάρχουν � EMBED Equation.3  ��� τέτοιοι ώστε

				   � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���		           (2)

	οπότε � EMBED Equation.3  ��� και άρα

					  � EMBED Equation.3  ���			           (3)

	Μια προφανής ακέραια λύση της (3) είναι η � EMBED Equation.3  ���. Άρα, οι ακέραιες λύσεις της, � EMBED Equation.3  ���, δίνονται από τις σχέσεις

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως, λόγω της (2), θα είναι

� EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���.

	Όμως ο α είναι διψήφιος. Άρα θα ισχύει

� EMBED Equation.3  ���

					  � EMBED Equation.3  ���

					  � EMBED Equation.3  ���

					  � EMBED Equation.3  ���

	Άρα, οι πιθανές τιμές του α είναι οι

� EMBED Equation.3  ���.

	Οι τιμές αυτές είναι όλες δεκτές, αφού ικανοποιούν τις (2).

	(ii) Αν � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, τότε θα ισχύει

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   όπου   � EMBED Equation.3  ���

	οπότε θα έχουμε � EMBED Equation.3  ��� ή, ισοδύναμα,

� EMBED Equation.3  ���

	Η εξίσωση, όμως, αυτή είναι αδύνατη αφού � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Άρα, το πρόβλημα δεν έχει λύση.



5.	(i) Επειδή � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, έχουμε

� EMBED Equation.3  ���

	Άρα το ζητούμενο υπόλοιπο είναι ίσο με 2.

	(ii) Επειδή � EMBED Equation.3  ���, έχουμε � EMBED Equation.3  ���. Άρα το ζητούμενο υπόλοιπο είναι ίσο με 1.

	(iii) Επειδή � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, έχουμε

� EMBED Equation.3  ���

	Άρα το ζητούμενο υπόλοιπο είναι ίσο με 1.

	(iv) Επειδή � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, έχουμε

� EMBED Equation.3  ���

	Άρα το ζητούμενο υπόλοιπο είναι ίσο με 1.



6.	(i) Επειδή � EMBED Equation.3  ���, έχουμε

� EMBED Equation.3  ���.

	Άρα � EMBED Equation.3  ���.

	(ii) Είναι

		    � EMBED Equation.3  ���

				� EMBED Equation.3  ���,  αφού  � EMBED Equation.3  ���

				� EMBED Equation.3  ���

				� EMBED Equation.3  ���.

	Άρα � EMBED Equation.3  ���.

	(iii) Είναι � EMBED Equation.3  ���. Άρα � EMBED Equation.3  ���.

	(iv) Είναι

	   � EMBED Equation.3  ���

	  � EMBED Equation.3  ���,  αφού  � EMBED Equation.3  ���

			� EMBED Equation.3  ���

			� EMBED Equation.3  ���.

	Άρα � EMBED Equation.3  ���.



7.	(i) Αρκεί να βρούμε το υπόλοιπο της διαίρεσης του � EMBED Equation.3  ��� με το 10. Είναι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Επομένως

� EMBED Equation.3  ���.

	Άρα το τελευταίο ψηφίο του � EMBED Equation.3  ��� είναι το 9.

	(ii) Αρκεί να βρούμε το υπόλοιπο της διαίρεσης του � EMBED Equation.3  ��� με το 100. Είναι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Επομένως

   		     � EMBED Equation.3  ���

			              � EMBED Equation.3  ���,   αφού   � EMBED Equation.3  ���

				� EMBED Equation.3  ���

	Άρα, το τελευταίο διψήφιο τμήμα του αριθμού � EMBED Equation.3  ��� είναι το 43.

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ



1.	Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει � EMBED Equation.3  ��� τέτοιος ώστε � EMBED Equation.3  ���. Τότε θα ισχύει � EMBED Equation.3  ���, οπότε

				 	� EMBED Equation.3  ���			           (1)

	Όμως, � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���, που αντίκειται στην (1).



2.	Ο αριθμός p είναι της μορφής � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���. Επειδή, όμως, είναι πρώτος και μεγαλύτερος του 5, θα είναι της μορφής � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, θα ισχύει � EMBED Equation.3  ��� οπότε      � EMBED Equation.3  ���      ή, ισοδύναμα,       � EMBED Equation.3  ���,

	που σημαίνει ότι

� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���

	και άρα	� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.



3.	α΄ τρόπος:	Είναι � EMBED Equation.3  ���. Επομένως

		        � EMBED Equation.3  ���

				� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���

				� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���

				� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���

				� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���,

	αφού ο � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� γράφεται � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.

	β΄  τρόπος:	Αν υ είναι το υπόλοιπο της ευκλείδειας διαίρεσης του α με τον 5 τότε θα ισχύει � EMBED Equation.3  ���, οπότε

� EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως:

Αν � EMBED Equation.3  ���,  τότε  � EMBED Equation.3  ���, οπότε  � EMBED Equation.3  ���

Αν � EMBED Equation.3  ���,  τότε  � EMBED Equation.3  ���,  οπότε  � EMBED Equation.3  ���

Αν � EMBED Equation.3  ���,  τότε  � EMBED Equation.3  ���,       οπότε  � EMBED Equation.3  ���

Αν � EMBED Equation.3  ���,  τότε  � EMBED Equation.3  ���,    οπότε  � EMBED Equation.3  ���

Αν � EMBED Equation.3  ���,  τότε  � EMBED Equation.3  ���,  οπότε  � EMBED Equation.3  ���

Άρα, ισχύει � EMBED Equation.3  ��� μόνο όταν � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή, μόνο όταν ο α είναι της μορφής � EMBED Equation.3  ���.



4.	α΄ τρόπος:	Επειδή � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, θα ισχύει

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���, αφού � EMBED Equation.3  ���. Άρα � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και συνεπώς � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.

	β΄ τρόπος:	(Βλέπε άσκηση 4(i) Α΄  Ομάδας).



5.	(i) α΄ τρόπος:	  Αρκεί να δείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ���. Πράγματι, επειδή � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, έχουμε

� EMBED Equation.3  ���

	Επομένως:

	( Αν � EMBED Equation.3  ���,  τότε  � EMBED Equation.3  ���

	( Αν � EMBED Equation.3  ���,  τότε  � EMBED Equation.3  ���

	( Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε  � EMBED Equation.3  ���

	( Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε  � EMBED Equation.3  ���

	( Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε  � EMBED Equation.3  ���

	( Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε  � EMBED Equation.3  ���

	Σε όλες τις περιπτώσεις είναι � EMBED Equation.3  ���.

	β΄  τρόπος:	Αρκεί να δείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ���. Επειδή � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, αρκεί να δείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, που αποδεικνύεται εύκολα.

	(ii) Αρκεί να δείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ���. Επειδή � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, αρκεί να δείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Πράγματι

	(  Επειδή � EMBED Equation.3  ���, όπου � EMBED Equation.3  ���, θα ισχύει � EMBED Equation.3  ���.Άρα � EMBED Equation.3  ���, οπότε

	( Αν � EMBED Equation.3  ���,  τότε  � EMBED Equation.3  ���

	( Αν � EMBED Equation.3  ���,  τότε  � EMBED Equation.3  ���

	(  Επειδή � EMBED Equation.3  ���, όπου � EMBED Equation.3  ���, θα ισχύει � EMBED Equation.3  ���

	Επομένως:

	( Αν � EMBED Equation.3  ���,  τότε  � EMBED Equation.3  ���

	( Αν � EMBED Equation.3  ���,  τότε  � EMBED Equation.3  ���

	( Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε  � EMBED Equation.3  ���

	( Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε  � EMBED Equation.3  ���

	( Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε  � EMBED Equation.3  ���

	Σε όλες τις περιπτώσεις είναι � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���.



6.	(i) Έχουμε

� EMBED Equation.3  ���,   οπότε   � EMBED Equation.3  ���.

	Άρα � EMBED Equation.3  ���, συνεπώς � EMBED Equation.3  ���.

	(ii) Έχουμε

� EMBED Equation.3  ���,   οπότε   � EMBED Equation.3  ���.

	Άρα � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���.



7.	Επειδή   � EMBED Equation.3  ���, θα ισχύει

� EMBED Equation.3  ���,   όπου   � EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως

� EMBED Equation.3  ���.

8.	(i) Επειδή   � EMBED Equation.3  ���  και  � EMBED Equation.3  ���, αρκεί να δείξουμε ότι

			� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.

	Πράγματι

	(   Επειδή  � EMBED Equation.3  ���  και   � EMBED Equation.3  ���, έχουμε

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���

	οπότε � EMBED Equation.3  ���. Άρα � EMBED Equation.3  ���.

	(   Επειδή  � EMBED Equation.3  ���  και   � EMBED Equation.3  ���, έχουμε

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���

	οπότε � EMBED Equation.3  ���. Άρα � EMBED Equation.3  ���.

	(ii) Επειδή  � EMBED Equation.3  ���  και  � EMBED Equation.3  ���, έχουμε

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���

	οπότε

 � EMBED Equation.3  ���

					  � EMBED Equation.3  ���

					  � EMBED Equation.3  ���

					  � EMBED Equation.3  ���,   γιατί   � EMBED Equation.3  ���

					  � EMBED Equation.3  ���

					  � EMBED Equation.3  ���.

	Άρα  � EMBED Equation.3  ���.



9.	Επειδή   � EMBED Equation.3  ���, όπου � EMBED Equation.3  ���, έχουμε  � EMBED Equation.3  ���, οπότε

				      � EMBED Equation.3  ���			           (1)

	(   Άν υποθέτουμε ότι � EMBED Equation.3  ���, τότε θα ισχύει

� EMBED Equation.3  ���,   όπου   � EMBED Equation.3  ���

	οπότε  � EMBED Equation.3  ���,  που είναι άτοπο, λόγω της (1).

	(   Άν υποθέτουμε ότι � EMBED Equation.3  ���, τότε θα ισχύει

� EMBED Equation.3  ���,   όπου   � EMBED Equation.3  ���

	οπότε  � EMBED Equation.3  ���,  που είναι άτοπο, λόγω της (1).



10.	Επειδή ο p είναι πρώτος και μεγαλύτερος του 3, θα έχει μία από τις παρακάτω μορφές:

� EMBED Equation.3  ���,  � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���,  � EMBED Equation.3  ���,

	οπότε θα ισχύει

� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.

	Έτσι, θα έχουμε

� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.

	Δηλαδή και στις δύο περιπτώσεις είναι � EMBED Equation.3  ���. Επομένως:

	(   Έχουμε � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���. Άρα ο � EMBED Equation.3  ��� είναι σύνθετος, αφού είναι πολλαπλάσιο του 3 και δεν είναι ίσος με 3.

	(  Έχουμε � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���. Άρα ο � EMBED Equation.3  ��� είναι σύνθετος, αφού είναι πολλαπλάσιο του 3 και δεν είναι ίσος με 3.



11.	Επειδή � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, αρκεί να δείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.

	(   Σύμφωνα με την εφαρμογή 2 της §1.2, επειδή οι � EMBED Equation.3  ��� είναι περιττοί τα τετράγωνά τους θα είναι της μορφής

� EMBED Equation.3  ���,  � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,  � EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως, θα ισχύει � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε θα έχουμε � EMBED Equation.3  ��� και άρα � EMBED Equation.3  ���.

	(   Σύμφωνα με την προηγούμενη άσκηση, επειδή οι � EMBED Equation.3  ��� είναι πρώτοι και μεγαλύτεροι του 3, θα ισχύει � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε θα έχουμε

� EMBED Equation.3  ���   και άρα   � EMBED Equation.3  ���.



12.	(   Επειδή � EMBED Equation.3  ���, έχουμε

� EMBED Equation.3  ���.

	Όμως � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Επομένως

� EMBED Equation.3  ���

	οπότε    � EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, το ψηφίο των μονάδων του � EMBED Equation.3  ��� είναι το 7.

	(   Επειδή � EMBED Equation.3  ���, έχουμε

� EMBED Equation.3  ���.

	Όμως � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Επομένως

� EMBED Equation.3  ���

	οπότε    � EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, το ψηφίο των μονάδων του � EMBED Equation.3  ��� είναι το 3.



13.	Επειδή � EMBED Equation.3  ���, έχουμε

     � EMBED Equation.3  ���

					� EMBED Equation.3  ���

					� EMBED Equation.3  ���

	Άρα � EMBED Equation.3  ��� και επειδή � EMBED Equation.3  ���, ο αριθμός � EMBED Equation.3  ��� είναι σύνθετος.





ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ  4ου ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ





1.	Έστω � EMBED Equation.3  ���, ν-διαδοχικοί ακέραιοι. Θα αποδείξουμε ότι ακριβώς ένας από αυτούς είναι πολλαπλάσιο του ν. Έστω � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� η ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης του α με τον  ν.
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