
Μετά το τέλος της µελέτης του 3ου κεφαλαίου, ο µαθητής θα πρέπει

να γνωρίζει:

 Τα βασικά στοιχεία από τη θεωρία συνόλων.

 Τον τρόπο εύρεσης του δειγµατικού χώρου ενός πειράµατος τύχης.

 Τον κλασικό και τον αξιωµατικό ορισµό της πιθανότητας.

 Τους κανόνες λογισµού πιθανοτήτων.

Συνοπτική θεωρία:
 Κλασικός ορισµός πιθανότητας: Σε ένα πείραµα τύχης µε ισοπίθα-
να αποτελέσµατα ορίζουµε σαν πιθανότητα ενδεχοµένου Α τον αριθµό:

πλήθος ευνοϊκών περιπτώσεων N(A)
P(A) = =

πλήθος δυνατών περιπτώσεων N(Ω)

 Αξιωµατικός ορισµός πιθανότητας: Έστω Ω = {ω
1
, ω

2
, ω

3
, ..., ω

ν
} δειγ-

µατικός χώρος µε πεπερασµένο πλήθος στοιχείων. Σε κάθε απλό

ενδεχόµενο {ω
i
} αντιστοιχίζουµε ένα πραγµατικό αριθµό Ρ(ω

i
) τέτοιον ώστε:

≤ ≤ ∑
ν

i i
i=1

0 Ρ(ω ) 1 και Ρ(ω ) =1

Ο αριθµός Ρ(ω
i
) ονοµάζεται πιθανότητα του απλού ενδεχοµένου {ω

i
}.

Η πιθανότητα ενός σύνθετου ενδεχοµένου Α = {α
1
, α

2
, α

3
, ..., α

κ
} ≠ ∅

ορίζεται ώς άθροισµα ∑
κ

i
i=1

Ρ(α )  ενώ σαν πιθανότητα του αδύνατου

ενδεχοµένου ∅ ορίζεται ο αριθµός P(∅) = 0.

Κανόνες λογισµού πιθανοτήτων

•  Αν Α ∩ Β = ∅, τότε: P(Α ∪ Β) = P(A) + P(B) (απλός προσθετικός νόµος).

•  P(Α ∪ Β) = P(A) + P(B) - P(A ∩ B) (προσθετικός νόµος).

•  P(A΄) = 1 - Ρ(Α)

•  Αν Α ⊆ Β, τότε: Ρ(Α) ≤ Ρ(Β)

•  Ρ(Α - Β) = Ρ(Α) - Ρ(Α ∩ Β)
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82. Μαθαίνουµε τις αποδείξεις Βήµα 1ο

•  ΘΕΩΡΙΑ 6 (Απλός προσθετικός νόµος):

Να δείξετε ότι για οποιαδήποτε ασυµβίβαστα ενδεχόµενα Α και Β δειγµατικού

χώρου Ω ισχύει Ρ(Α ∪ Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β).

Απόδειξη:

Αν Ν(Α) = κ και Ν(Β) = λ τότε επειδή τα Α και Β

είναι ασυµβίβαστα το ενδεχόµενο Α ∪ Β έχει κ+λ

στοιχεία δηλαδή Ν(Α ∪ Β) = κ + λ = Ν(Α) + Ν(Β).

Άρα:

N(A B) N(A) N(B) N(A) N(B)
P(A B) P(A) P(B)

N( ) N( ) N( ) N( )

∪ +∪ = = = + = +
Ω Ω Ω Ω

•  ΘΕΩΡΙΑ 7:

Να δείξετε ότι για τα συµπληρωµατικά ενδεχόµενα Α

και Α΄ ενός δειγµατικού χώρου Ω , ισχύει  :

Ρ(Α΄) = 1 – Ρ(Α).

Απόδειξη:

Επειδή Α ∩ Α΄ = ∅, δηλαδή τα Α και Α΄ είναι ασυµβίβαστα από τον απλό προ-

σθετικό νόµο έχουµε:

P(A A') P(A) P(A ') P( ) P(A) P(A') 1 P(A) P(A ')

P(A ') 1 P(A)

∪ = + ⇔ Ω = + ⇔ = + ⇔
= −

•  ΘΕΩΡΙΑ 8 (Προσθετικός νόµος):

Να δείξετε ότι για οποιαδήποτε ενδεχόµενα Α και Β ενός δειγµατικού χώρου Ω

ισχύει: P(A B) P(A) P(B) P(A B)∪ = + − ∩

Απόδειξη:

Μαθαίνουµε

τις αποδείξεις
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83.Βήµα 1ο    Μαθαίνουµε τις αποδείξεις

Επειδή στο άθροισµα  Ν(Α) + Ν(Β) το πλήθος των στοιχείων του ενδεχόµενου

Α ∩ Β λογίζεται δύο φορές, έχουµε:

N(A B) N(A) N(B) N(A B)

N(A B) N(A) N(B) N(A B)

N( ) N( ) N( ) N( )

P(A B) P(A) P(B) P(A B)

∪ = + − ∩ ⇔
∪ ∩= + − ⇔
Ω Ω Ω Ω
∪ = + − ∩

            

•  ΘΕΩΡΙΑ 9:

Να δείξετε ότι για δύο ενδεχόµενα Α και Β δειγ-

µατικού χώρου Ω τέτοια ώστε να είναι  Α ⊆ Β ισ-

χύει:

Ρ(Α) ≤ Ρ(Β).

Απόδειξη:

Επειδή Α ⊆ Β ισχύει: 
N(A) N(B)

N(A) N(B) P(A) P(B)
N( ) N( )

≤ ⇔ ≤ ⇔ ≤
Ω Ω

•  ΘΕΩΡΙΑ 10:

Να δείξετε ότι για δύο ενδεχόµενα Α και Β δειγµατικού χώρου Ω ισχύει:

Ρ(Α - Β) =Ρ(Α) - Ρ(Α ∩ Β).

Απόδειξη:

Επειδή τα ενδεχόµενα Α – Β και Α ∩ Β είναι ασυµβίβαστα και ισχύει

 (Α - Β) ∪ (Α ∩ Β) = Α, έχουµε:

P(A) P(A B) P(A B) P(A B) P(A) P(A B)= − + ∩ ⇔ − = − ∩
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84. Επαναλαµβάνουµε τις ασκήσεις “κλειδιά” Βήµα 2ο

Πιθανότητες

Α.  Από το σχολικό βιβλίο

Να λύσω τις ασκήσεις:

σ. 144: Ασκήσεις Α΄ οµάδας: 1, 4

σ. 145: Ασκήσεις Α΄ οµάδας: 5, 7

σ. 146: Ασκήσεις Β΄ οµάδας: 1, 2, 3

σ. 155: Ασκήσεις Α΄ οµάδας: 3, 5, 6, 10, 11

σ. 156: Ασκήσεις Α οµάδας: 12, 13 Β΄ οµάδας: 2, 4, 5, 6

Επαναλαµβάνουµε

τις ασκήσεις - κλειδιά
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

1. Να επαληθευτούν οι παρακάτω ισότητες µε τα

διαγράµµατα του Venn:

α. (A B) (A B')∩ ∩ ∩ = ∅

β. (A B') (B A') (A B) (A B) '∩ ∪ ∩ = ∪ ∩ ∩

Λύση:

α. Από το παραπάνω διάγραµµα έχουµε:

A B
( ) ( ')

'

∩ → περιοχη ΙΙ
⇒ Α ∩ Β ∩ Α ∩ Β = ∅Α ∩ Β → περιοχη Ι

β. Από το παραπάνω διάγραµµα έχουµε:

A B'
( ) ( ')

'

∩ → περιοχη Ι 
⇒ Α ∩ Β ∪ Β ∩ Α → περιοχη Ι και ΙΙΙΒ ∩ Α → περιοχη ΙΙΙ

A B ,
( ) (A B) '

( ) ' , V

∪ → περιοχη Ι ΙΙ και ΙΙΙ 
⇒ Α ∪ Β ∩ ∩ → περιοχη Ι και ΙΙΙΑ ∩ Β → περιοχη Ι ΙΙΙ και Ι 

Άρα: (A B') (B A') (A B) (A B) '∩ ∪ ∩ = ∪ ∩ ∩

2. Σε ένα κουτί υπάρχουν , 6 σφαίρες όµοιες ως πρός το µέγεθος , 3 κόκκινες,

2 πράσινες και 1 µαύρη σφαίρα.

α. Επιλέγουµε τυχαία 2 σφαίρες διαδοχικά χω-

ρίς επανατοποθέτηση. Να βρεθεί ο δειγµατι-

κός χώρος του πειράµατος.

β. Να επαναληφθεί το ερώτηµα (α) αν οι πράσινες

σφαίρες είναι αριθµηµένες.

γ. Να βρεθεί ο δειγµατικός χώρος του πειράµα-

τος στο ερώτηµα (β) αν οι 2 σφαίρες επιλεχ-

θούν ταυτόχρονα.

Λύση:

α. Το πείραµα διεξάγεται σε δυο διαδοχικές επαναλή-

Λύνουµε

περισσότερες

ασκήσεις
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86. Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις Βήµα 3ο

Πιθανότητες

ψεις, άρα ισχύει το διπλανό δενδροδιάγραµµα.

Ο δειγµατικός χώρος Ω είναι:

Ω={ΚΚ, ΚΠ, ΚΜ, ΠΚ, ΠΠ, ΠΜ, ΜΚ, ΜΠ}

β. Έστω ότι οι πράσινες σφαίρες είναι αριθµηµένες µε

τους αριθµούς 1 και 2. Τότε έχουµε το διπλανό δεν-

δροδιάγραµµα. Ο δειγµατικός χώρος Ω είναι:

Ω={ΚΚ, ΚΠ1, ΚΠ2, ΚΜ, Π1Κ, Π1Π1, Π1Π2, Π1Μ,

       Π2Κ, Π2Π1, Π2Π2, Π2Μ, ΜΚ, ΜΠ1, ΜΠ2}

γ. Στην ταυτόχρονη επιλογή σφαιρών τα ζεύγη χρω-

µάτων δεν είναι διατεταγµένα. Τότε έχουµε το δι-

πλανό σχήµα. Ο δειγµατικός χώρος Ω είναι:

Ω={ΚΠ1, ΚΠ2, ΚΜ, Π1Π2, Π1Μ, Π2Μ, ΚΚ}

3. Η πιθανότητα συµµετοχής ενός παίκτη ποδοσφαίρου Α στην Εθνική οµά-

δα είναι 50% και ενός άλλου παίκτη Β είναι 25%. Η πιθανότητα να µην

συµµετέχει τουλάχιστον ένας από τους δύο είναι 30%. Να βρεθεί η πιθα-

νότητα να συµµετέχουν:

α. και οι δύο παίκτες. β. µόνο ο παίκτης Α.

Λύση:

Έχουµε  Ρ(Α) = 0,5, Ρ(Β) = 0,25 και ( )P (A B) ' 0,1∪ = . Τότε

( )P(A B) 1 P (A B) ' 1 0,3 0,7∪ = − ∪ = − =
α. Από προσθετικό νόµο έχουµε:

P(A B) P(A) P(B) P(A B) 0,5 0,25 0,7 0,05∩ = + − ∪ = + − =

β. P(A B) P(A) P(A B) 0,5 0,05 0,45− = − ∩ = − =

4. Έστω Α, Β ενδεχόµενα δειγµατικού χώρου Ω. Να βρεθούν οι πιθανότητες

Ρ(Α ), ( ), ( ) ( )∪ Β Ρ Α ∩ Β Ρ Α και Ρ Β   αν είναι ρίζες της εξίσωσης:

2 3 2(2x 1) (12x 13x 20x 4) 0− + − + =

Λύση:

2 3 2 2 3 2(2x 1) (12x 13x 20x 4) 0 (2x 1) 0 ή (12x 13x 20x 4) 0− + − + = ⇔ − = + − + =
2 1

(2x 1) 0 (2x 1) 0 x
2

− = ⇔ − = ⇔ = διπλή ρίζα

Εφαρµόζουµε το σχήµα Horner, για την 
3 212x 13x 20x 4 0+ − + = .
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12 13 -20 4 -2 

 -24 22 -4  

12 -11 2 0  

Άρα: 3 2 212x 13x 20x 4 0 (x 2)(12x 11x 2) 0+ − + = ⇔ + − + = ⇔

2
x

( 11) 25 3x 2 ή x
12 12

x
4

 =− − ± ⇔ = − = = ⋅  =
Επειδή

A B A A B έ P(A B) P(A) P(A B)∩ ⊆ ⊆ ∪ πεται ∩ ≤ ≤ ∪  και

A B B A B έ P(A B) P(B) P(A B)∩ ⊆ ⊆ ∪ πεται ∩ ≤ ≤ ∪ , έχουµε:

1
P(A B)

4
∩ =   , 

1 2
P(A) P(B) P(A B)

2 3
= = και ∪ = .

5. Έστω Α, Β ενδεχόµενα δειγµατικού χώρου Ω µε πιθανότητες  Ρ(Α) = 0,8 και

Ρ(Β) = 0,4. Να αποδείξετε ότι:

α. τα Α και Β δεν είναι ασυµβίβαστα β. ≤ ∩ ≤0,2 P(A B) 0,4

Λύση:

α. Έστω  ότι τα  Α,Β είναι ασυµβίβαστα. Τότε από τον προσθετικό νόµο έχουµε:

P(A B) P(A) P(B) 0,8 0,4 1,2 1∪ = + = + = >  που είναι άτοπο. Άρα τα  Α και Β

δεν είναι ασυµβίβαστα.

β. E ή A B B έ P(A B) P(B) P(A B) 0,4πειδ ∩ ⊆ πεται ∩ ≤ ⇔ ∩ ≤    (1)

Επίσης:

P(A B) 1 P(A) P(B) P(A B) 1 P(A B) P(A) P(B) 1∪ ≤ ⇔ + − ∩ ≤ ⇔ ∩ ≥ + − ⇔

P(A B) 0,4 0,8 1 P(A B) 0,2∩ ≥ + − ⇔ ∩ ≥    (2)

Από (1) και (2) έχουµε: 0,2 P(A B) 0,4≤ ∩ ≤

6. Έστω δειγµατικός χώρος Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4}   και τα ενδεχόµενα Α = {ω1, ω2}

µε  Ρ(Α) = 1/4, Β = {ω2, ω3} µε Ρ(Β) = 1/8  και Γ = {ω2}  µε Ρ(Γ) = 1/12.

Να υπολογιστεί η Ρ(ω4).
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Λύση:

Είναι: Ρ(ω
1
) + Ρ(ω

2
) + Ρ(ω

3
) + Ρ(ω

4
) = 1

1 2 3 4 4 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( ) ( )Ρ ω + Ρ ω + Ρ ω + Ρ ω = ⇔ Ρ ω = − Ρ ω − Ρ ω − Ρ ω =

( )1 2 2

1 1 1 1 17
1 ( ) ( ) ( ) 1

8 4 8 12 24
 = − Ρ ω + Ρ ω − − Ρ ω = − − + =  

7. Ένα κουτί περιέχει 40 λευκές κάρτες (Λ) και άγνωστο πλήθος από πράσινες (Π)

και µπλε (Μ). Αν η πιθανότητα να επιλεγεί τυχαία µια πράσινη κάρτα είναι 25%

και µια µπλε κάρτα 35% να βρεθούν:

α. το πλήθος όλων των καρτών στο κουτί

β. πόσες πράσινες και πόσες µπλε κάρτες υπάρχουν στο κουτί.

Λύση:

α. Έστω  Λ, Π, Μ τα ενδεχόµενα να επιλέξουµε λευκή, πράσινη, µπλέ κάρτα αντί-

στοιχα και  Ν(Π) = x και Ν(Μ) = y το πλήθος των πράσινων και µπλέ καρτών

αντίστοιχα . Τότε επειδή τα ενδεχόµενα  Λ,Π,Μ  είναι ασυµβίβαστα ισχύει:
40 40

( ) ( ) ( ) 1 0,25 0,35 1 0,4
x y 40 x y 40

Ρ Π + Ρ Μ + Ρ Λ = ⇔ + + = ⇔ = ⇔
+ + + +

x + y + 40 = 100.  Άρα το κουτί περιέχει 100 κάρτες .

β. Από την τελευταία σχέση έχουµε x + y = 60 άρα είναι:

x
( ) 0,25 0,25 x 25

100
Ρ Π = ⇔ = ⇔ = . Άρα υπάρχουν 25 πράσινες κάρτες.

Kαι συνεπώς έχουµε  y = 60 - 25 = 35  µπλέ κάρτες.

8. Έστω Ω ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος “της ρίψης ενός ζαριού”. Να

βρεθεί η πιθανότητα του ενδεχοµένου:

∈ 3 2 2A = {x : το δείγµα ''x , 5 - 2x , 7 - 2x , -12, - 7x'' να έχει x = -2}Ω

Λύση:

Είναι: 
3 2 2 3 2x 5 2x 7 2x 12 7x x 4x 7x

x 2
5 5

+ − + − − − − −= = = −

Άρα: 3 2 3 2x 4x 7x 10 x 4x 7x 10 0− − = − ⇔ − − + =

Με σχήµα Horner έχουµε:

1 -4 -7 10 1 

 1 -3 -10  

1 -3 -10 0  
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Άρα η εξίσωση γίνεται: 
2(x 1)(x 3x 10) 0− − − =

12
1,2

2

x 5( 3) 49
( 3) 4 1 ( 10) 49 x

x 22 1

=− − ±∆ = − − ⋅ ⋅ − = = →  = − ∉Ω⋅ 

Άρα Α = {1, 5} και 
( ) 2 1

( )
( ) 6 3

Ν ΑΡ Α = = =
Ν Ω

9. Σε ένα κουτί υπάρχουν:

30 κόκκινες σφαίρες αριθµηµένες ανά 10 µε τους αριθµούς 1,2 και 3.

40 πράσινες σφαίρες αριθµηµένες ανά 10 µε τους αριθµούς 1,2,3 και 4.

20 λευκές σφαίρες αριθµηµένες ανά 5 µε τους αριθµούς 2,4,6 και 8.

30 µαύρες σφαίρες αριθµηµένες ανά 5 µε τους αριθµούς 1,2,3,4,5 και 6.

Να βρεθούν οι πιθανότητες των ενδεχοµένων:

Α: επιλέγουµε µια σφαίρα µε άρτιο αριθµό.

Β: επιλέγουµε µια κόκκινη σφαίρα.

Γ: επιλέγουµε µια κόκκινη σφαίρα µε άρτιο αριθµό.

∆: αν επιλέξουµε µια σφαίρα µε άρτιο αριθµο τότε είναι κόκκινη

Λύση:

Κατασκευάζουµε τον παρακάτω πίνακα διπλής εισόδου:

Χρώµα – Αριθµ. 1 2 3 4 5 6 7 8 Σύνολο 

Κόκκινο 10 10 10 0 0 0 0 0 30 

Πράσινο 10 10 10 10 0 0 0 0 40 

Λευκό 0 5 0 5 0 5 0 5 20 

Μαύρο 5 5 5 5 5 5 0 0 30 

Σύνολο 25 30 25 20 5 10 0 5 120 
 

N(A) 30 20 10 5 65
P(A)

N( ) 120 120

+ + += = =
Ω

N(B) 30 1
P(B)

N( ) 120 4
= = =

Ω
N(A ) 10 1

P( ) ( )
N( ) 120 12

∩ ΒΓ = Ρ Α ∩ Β = = =
Ω

N( ) 30
P( )

N( ) 65

Β∆ = =
Α

10. Σε ένα κουτί υπάρχουν 3 κόκκινες, 2 πράσινες και 1 µαύρη σφαίρα. Επιλέγουµε

τυχαία δύο σφαίρες διαδοχικά. Έστω τα ενδεχόµενα  Α: οι σφαίρες έχουν το ίδιο

χρώµα.και  Β: η µία σφαίρα είναι µαύρη. Έστω η συνάρτηση f µε τύπο:


≠


 ∪

2

3

x + [P(B) + P(A)]x
, x 0

f(x) = x + x
P(A B), x = 0

Να εξετάσετε τη συνέχεια της συνάρτησης f στο x0 = 0 , αν η δειγµατοληψία γίνει:

α. µε επανατοποθέτηση             β. χωρίς επανατοποθέτηση
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Πιθανότητες

11.  Αν 0 < Ρ(Α) < 1 να δείξετε ότι: + ≥1 1
4

Ρ(Α) Ρ(Α')
.

Λύση:

1 1 ( ') ( )
4 4

( ) ( ') ( ') ( )

Ρ Α + Ρ Α+ ≥ ⇔ ≥ ⇔
Ρ Α Ρ Α Ρ Α Ρ Α

Ρ(Α΄) + Ρ(Α) ≥≥≥≥≥ 4Ρ(Α) Ρ(Α΄) ⇔⇔⇔⇔⇔

1 ≥≥≥≥≥ 4Ρ(Α) [1 - Ρ(Α)] ⇔  ⇔  ⇔  ⇔  ⇔ 1 ≥≥≥≥≥ 4Ρ(Α) - 4Ρ2(Α) ⇔⇔⇔⇔⇔ 4Ρ2(Α) - 4Ρ(Α) + 1 ≥≥≥≥≥ 0 ⇔⇔⇔⇔⇔
(2Ρ(Α) - 1)2 ≥≥≥≥≥ 0, που ισχύει.

12. Έστω Ω δειγµατικός χώρος που αποτελείται από το σύνολο των ριζών

της εξίσωσης (x - 10) (x - 11) ... (x - 20) = 0.  Αν το Ω αποτελείται από

ισοπίθανα απλά ενδεχόµενα και λ ∈ Ω, να βρεθεί η πιθανότητα η εξίσω

ση  y2 - 8y + λ = 0 να µην έχει πραγµατικές ρίζες.

Λύση:

Αφού το Ω αποτελείται από το σύνολο των ριζών της εξίσωσης:

(x - 10) (x - 11) ... (x - 20) = 0

τότε είναι :  Ω = {10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20}.

Λύση:

Για τη συνέχεια στο 0 έχουµε:
2 0 / 0

3 2 2x 0 x 0 x 0 x 0

x [P(B) P(A)]x x[x P(B) P(A)] x P(B) P(A)
limf (x) lim lim lim

x x x(x 1) x 1→ → → →

+ + + + + += = = =
+ + +

P(B) P(A) f (0) P(A B)= + και = ∪

Είναι η f συνεχής στο µηδέν , αν και µόνον αν , P(B) P(A) P(A B)+ = ∪ .

α. Αν  η δειγµατοληψία γίνει µε επανατοποθέτηση τότε µπορεί να υπάρξει σαν

απλό ενδεχόµενο το ζεύγος (Μ,Μ) το οποίο είναι κοινό για τα δύο ενδεχόµενα

δηλαδή: A B∩ ≠ ∅ .

Από τον προσθετικό νόµο ισχύει: P(A) P(B) P(A B) P(A B)+ = ∪ + ∩ , δηλαδή:

x 0
limf (x) f (0)

→
≠ , άρα η f  δεν είναι συνεχής στο 0.

β. Αν η δειγµατοληψία γίνει χωρίς επανατοποθέτηση τότε δεν µπορεί να υπάρξει

σαν απλό ενδεχόµενο το ζεύγος (Μ,Μ) δηλ. A B∩ = ∅ . Άρα από τον προσθετι-

κό νόµο ισχύει:

P(A) P(B) P(A B)+ = ∪ , δηλαδή 
x 0
limf (x) f (0)

→
=

που σηµαίνει ότι  η  f είναι  συνεχής στο 0.
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Η εξίσωση: y2 - 8y + λ = 0 δεν έχει πραγµατικές ρίζες όταν ∆ < 0 , δηλ. όταν

(-8)2 - 4λ < 0 ⇔⇔⇔⇔⇔ 64 - 4λ < 0 ⇔⇔⇔⇔⇔ - 4λ < - 64 ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ λ > 16

Αφού λ ∈ Ω για να µην έχει πραγµατικές ρίζες η εξίσωση πρέπει να πραγµατοποι-

ηθεί το ενδεχόµενο Α = {17, 18, 19, 20}.

Άρα:
( ) 4

( ) 0,4
( ) 10

Ν Α
Ρ Α = = =

Ν Ω
.

13. Αν Χ ενδεχόµενο του δειγµατικού χώρου Ω και , Ρ(X) + 2 - Ρ(X) - 3 = 8λ ,

λ∈∈∈∈∈R να δείξετε ότι ≤
1

λ
8

 .

Λύση:

Ισχύει 0 ≤≤≤≤≤ Ρ(Χ) ≤≤≤≤≤ 1 ⇔⇔⇔⇔⇔ 2 ≤≤≤≤≤ Ρ(Χ) + 2 ≤≤≤≤≤ 3.       Άρα: 2)x(2)x( +Ρ=+Ρ .

Επίσης  0 ≤≤≤≤≤ Ρ(Χ) ≤≤≤≤≤ 1 ⇔⇔⇔⇔⇔ -3 ≤≤≤≤≤ Ρ(Χ) - 3 ≤≤≤≤≤ -2.   Άρα: 3)x(3)x( +Ρ−=−Ρ .

Σύµφωνα µε τα παραπάνω έχουµε

Ρ(Χ) + 2 - (-Ρ(Χ) + 3) = 8 λ ⇔⇔⇔⇔⇔ Ρ(Χ) + 2 + Ρ(Χ) - 3 = 8λ ⇔⇔⇔⇔⇔

2Ρ(Χ) = 8λ + 1
8 1

(x)
2

λ +
⇔ Ρ = .

Όµως:  0 ≤≤≤≤≤ Ρ(Χ) ≤≤≤≤≤ 1 δηλ. 
8 1

0 1
2

λ +
≤ ≤  ⇔⇔⇔⇔⇔ 0 ≤≤≤≤≤ 8λ + 1 ≤≤≤≤≤ 2 ⇔⇔⇔⇔⇔ -1 ≤≤≤≤≤ 8λ ≤≤≤≤≤ 1 ⇔⇔⇔⇔⇔

-1/8 ≤≤≤≤≤ λ ≤≤≤≤≤ 1/8 ⇔⇔⇔⇔⇔     
1

8
λ ≤

14. Σε µία έρευνα µεταξύ των µαθητών µίας τάξης διαπιστώθηκε ότι το

50% δεν είχε διαβάσει φυσική, το 70% δεν είχε διαβάσει µαθηµατικά

και το 80% δεν είχε διαβάσει και τα δύο µαθήµατα. Να βρείτε τις πιθα-

νότητες των ενδεχοµένων.

α. Ένας µαθητής έχει διαβάσει φυσική.

β. Ένας µαθητής έχει διαβάσει µαθηµατικά.

γ. Ένας µαθητής έχει διαβάσει και τα δύο µαθήµατα.

δ. Ένας µαθητής έχει διαβάσει τουλάχιστον ένα από τα δύο µαθήµατα.

ε. Ένας µαθητής έχει διαβάσει µόνο φυσική.

στ. Ένας µαθητής έχει διαβάσει µαθηµατικά και φυσική.

ζ. Ένας µαθητής δεν έχει διαβάσει κανένα από τα δύο µαθήµατα.

η. Ένας µαθητής έχει διαβάσει µόνο µαθηµατικά ή µόνο φυσική (ακρι-

βώς ένα από τα δύο µαθήµατα).

Λύση:

Έστω τα ενδεχόµενα:
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Α: έχει διαβάσει φυσική, οπότε: Α΄: δεν έχει διαβά-

σει φυσική.

Β: έχει διαβάσει µαθηµατικά, οπότε: Β΄: δεν έχει

διαβάσει µαθηµατικά.

Σύµφωνα µε τα δεδοµένα του προβλήµατος σχηµα-

τίζουµε το διπλανό διάγραµµα Venn απο το οποίο

προκύπτουν άµεσα οι απαντήσεις στα ερωτήµατα.

Είναι 
50

P(A')
100

= , 
70

P(B')
100

=

Α ∩ Β: έχει διαβάσει και τα δύο µαθήµατα.

Οπότε  (Α ∩ Β)΄: δεν έχει διαβάσει και τα δύο µαθήµατα. Άρα: 
80

P((A B) ')
100

∩ =

α. Ρ(Α) = 1 - Ρ(Α΄) δηλαδή:
50 50

P(A) 1
100 100

= − =

β. Ρ(Β) = 1 - Ρ(Β΄) δηλαδή:
70 30

P(B) 1
100 100

= − =

γ. Έχει διαβάσει και τα δύο µαθήµατα: Α ∩ Β. Άρα: Ρ(Α ∩ Β) = 1 - Ρ((Α ∩ Β)΄)

δηλαδή: 
80 20

P(A B) 1
100 100

∩ = − =

δ. Έχει διαβάσει τουλάχιστον ένα από τα δύο µαθήµατα:  Α ∪ Β.

    Άρα:  Ρ(Α ∪ Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β) - Ρ(Α ∩ Β)

δηλαδή: 
50 30 20 60

P(A B)
100 100 100 100

∪ = + − =

ε. Έχει διαβάσει µόνο φυσική Α - Β = Α ∩ Β΄  Άρα: Ρ(Α - Β) = Ρ(Α) - Ρ(Α ∩ Β)

δηλαδή: 
50 20 30

P(A B)
100 100 100

− = − =

στ. Έχει διαβάσει µαθηµατικά και όχι φυσική: Β - Α = Β ∩ Α΄

Άρα: Ρ(Β - Α) = Ρ(Β) - Ρ(Α ∩ Β)

δηλαδή: 
30 20 10

P(B A)
100 100 100

− = − =

ζ. ∆εν έχει διαβάσει κανένα από τα δύο µαθήµατα  (Α ∪ Β)΄

Άρα:  Ρ((Α ∪ Β)΄) = 1 - Ρ(Α ∪ Β) δηλαδή:
60 40

P((A B) ') 1
100 100

∪ = − =

η. Έχει διαβάσει µόνο µαθηµατικά ή µόνο φυσική: (Β - Α) ∪ (Α - Β).

Τα   Α - Β, Β - Α   είναι ασυµβίβαστα.

Άρα Ρ((Α - Β) ∪ (Β - Α)) = Ρ(Α - Β) + Ρ(Β - Α) δηλαδή:

30 10 40
P((A B) (B A))

100 100 100
− ∪ − = + =

30 1020

40
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15. Η πιθανότητα να επιλεγεί ένας µαθητής στη θεατρική οµάδα του σχολεί-

ου του είναι 1/6 ενώ η πιθανότητα να µην επιλεγεί στην οµάδα µουσικής

είναι 4/5. Η πιθανότητα να επιλεγεί και στις δύο οµάδες είναι 1/10. Να

βρεθούν οι πιθανότητες των ενδεχοµένων:

α. Να επιλεγεί τουλάχιστον σε µια από τις δύο οµάδες.

β. Να επιλεγεί µόνο στη θεατρική οµάδα.

γ. Να επιλεγεί µόνο στη οµάδα µουσικής.

δ. Να επιλεγεί µόνο σε µια από τις δύο οµάδες.

ε. Να µην επιλεγεί σε καµία οµάδα.

ζ. Να επιλεγεί σε µια το πολύ οµάδα.

Λύση:

Ορίζω τα ενδεχόµενα:

Α: “να επιλεγεί στη θεατρική οµάδα”

Β: “να επιλεγεί στην οµάδα µουσικής”

Τότε: ( ) 1
Ρ Α

6
= ( ) ( ) ( )4 4 1

Ρ Β΄ 1 Ρ Β Ρ Β
5 5 5

= ⇔ − = ⇔ = ( ) 1
Ρ Α Β

10
∩ =

α. ( ) ( ) ( )Ρ Α Β Ρ Α Ρ Β P(A B)∪ = + − ∩
1 1 1

6 5 10
8 9 :

5 6 3

5 6 3 80 4

30 30 15

+ −= = =

β. ( ) ( ) ( ) ( )Ρ Α Β΄ Ρ Α Β Ρ Α Ρ Α Β∩ = − = − ∩ =

5 3

1 1

6 10
:

2 1

30 15
= =

γ. ( ) ( ) ( ) ( )Ρ Β Α΄ Ρ Β Α Ρ Β Ρ Α Β∩ = − = − ∩ =

2 1

1 1

5 10
: 1

10
=

δ. ( ) ( )[ ] ( ) ( )Ρ Α Β Β Α Ρ Α Β Ρ Β Α− ∪ − = − + −  αφού ( ) ( )Α Β Β Α− ∩ − = ∅
( ) ( ) ( ) ( )Ρ Α Ρ Α Β Ρ Β Ρ Α Β= − ∩ + − ∩

( ) ( ) ( )Ρ Α Ρ Β 2Ρ Α Β= + − ∩

5 6 3

1 1 1
2·

6 5 10
8 9 :

5 6 6 5 1

30 30 6

+ −= = =

ε. ( ) ( )Ρ Α Β ΄ 1 Ρ Α Β∪ = − ∩ =

15 1

4 11
1

15 15
: 8

ζ. ( ) ( ) 1 9
Ρ Α Β ΄ 1 Ρ Α Β 1

10 10
∩ = − ∩ = − =
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16. Για τα ενδεχόµενα Α,Β ενός δειγµατικού χώρου Ω ισχύει ότι Ρ(Α – Β) = 0,6

και P(Β – Α) = 0,4. Να δείξετε ότι τα ενδεχόµενα Α, Β είναι ασυµβίβαστα.

Λύση:

Έστω ότι τα ενδεχόµενα Α, Β δεν είναι ασυµβίβαστα.

Τότε: Α Β∩ ≠ ∅  άρα ( )Ρ Α Β 0∩ ≠
       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Ρ Α Β 0,6 Ρ Α Ρ Α Β 0,6 Ρ Α 0,6 Ρ Α Β− = ⇔ − ∩ = ⇔ = + ∩  (1)

και: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Ρ Β Α 0,4 Ρ Β Ρ Α Β 0,4 Ρ Β 0,4 Ρ Α Β− = ⇔ − ∩ = ⇔ = + ∩   (2)

Η σχέση ( ) ( ) ( ) ( )Ρ Α Β Ρ Α Ρ Β Ρ Α Β∪ = + − ∩  από τις (1) και (2) γράφεται:

( ) ( ) ( ) ( )Ρ Α Β 0,6 Ρ Α Β 0,4 Ρ Α Β Ρ Α Β∪ = + ∩ + + ∩ − ∩
( ) ( )Ρ Α Β 1 Ρ Α Β 1∪ = + ∩ >  άτοπο.

Εποµένως τα Α, Β είναι ασυµβίβαστα (αφού ( )Ρ Α Β 0∩ ≠ ).

17. Θεωρούµε τις συναρτήσεις:

f(x) = 4(x – 1)(x2 – 5x + 6)   και   g(x) = 1/3x3 – 5x2 + 16x + 2004

Έστω Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} ο δειγµατικός χώρος ενός πειράµα-

τος τύχης µε ισοπίθανα απλά ενδεχόµενα.

Ορίζουµε τα ενδεχόµενα: Α = {x∈∈∈∈∈Ω / f(x) = 0}   και

B = {y∈∈∈∈∈Ω / y είναι θέση ακρότατου της g(x)}.

Να βρεθούν οι πιθανότητες των ενδεχοµένων: A, B, A ∩∩∩∩∩ B, A ∪∪∪∪∪ B,

A – B, B –  A

Λύση:

( ) ( ) ( )2 2f x 0 4 x 1 · x 5x 6 0 x 1 Ω ή x 5x 6 0

x 1 ή x 2 ή x 3

= ⇔ − − + = ⇔ = ∈ − + = ⇔
= = =

Άρα: Α = {x∈Ω / f(x) = 0} = {1, 2, 3}

Είναι ( ) 2g΄ x x 10x 16= − +   και  ( ) 2g΄ x 0 x 10x 16 0 x 8 ή x 2= ⇔ − + = ⇔ = =

Άρα B = {y∈Ω / y είναι θέση ακρότατου της g(x)} = {2, 8}. Αφού έχουµε δειγµατι-

κό χώρο που αποτελείται από ισοπίθανα απλά ενδεχόµενα ισχύει:

( ) ( )
( )

N A 3
P A

N Ω 10
= = ( ) ( )

( )
N B 2 1

P B
N Ω 10 5

= = =

Αφού: { }A B 2∩ =  είναι ( ) ( )
( )

N A B 1
P A B

N Ω 10

∩∩ = =
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{ }A B 1,2,3,8∪ =  άρα ( ) ( )
( )

N A B 4 2
P A B

N Ω 10 5

∪∪ = = =

{ }A B 1,3− =  άρα ( ) ( )
( )

N A B 2 1
P A B

N Ω 10 5

−− = = =

{ }Β Α 8− =  άρα ( ) ( )
( )

Ν Β Α 1
Ρ Β Α

Ν Ω 10

−− = = .

18. Σε ένα συνέδριο µαθηµατικών συµµετέχουν Έλληνες, Γάλλοι και Άγγλοι

µαθηµατικοί. Από τους σύνεδρους επιλέγεται τυχαία ένας για τη θέση του

συντονιστή του συνεδρίου. Αν στο συνέδριο συµµετέχουν 25 Έλληνες,

ενώ οι πιθανότητες να επιλεγεί Γάλλος είναι 1/3 και Άγγλος είναι 1/4, να

βρεθεί το πλήθος των συνέδρων.

Λύση:

Ορίζω τα ενδεχόµενα:

Ε: “ο σύνεδρος είναι Έλληνας” µε: N(E) = 25

Γ: “ο σύνεδρος είναι Γάλλος” µε: N(Γ) = x και P(Γ) = 1/3

Α: “ο σύνεδρος είναι Άγγλος” µε: Ν(Α) = y και P(A) = 1/4.

Αφού: ( ) ( )
( )

1 Ν Γ 1 x 1
P Γ 3x x y 25 2x y 25

3 Ν Ω 3 x y 25 3
= ⇔ = ⇔ = ⇔ = + + ⇔ − =

+ +
   (1)

Αφού: ( ) ( )
( )

1 N A 1 y 1
P A 4y x y 25 x 3y 25

4 N Ω 4 x y 25 4
= ⇔ = ⇔ = ⇔ = + + ⇔ − + =

+ +
 (2)

Από το σύστηµα των (1) και (2) έχουµε: 
2x y 25 x 20

y 15x 3y 25

− = =
⇔ =− + =

Άρα όλοι οι σύνεδροι είναι: x y 25 20 15 25 60+ + = + + =

19. Έστω Ω = {ω1, ω2, ω3, ..., ων} ο δειγµατικός χώρος ενός πειράµατος τύχης. Η

πιθανότητα των στοιχειωδών ενδεχοµένων δίνεται από τη σχέση:

κ

3κ -1
Ρ(ω ) =

40
 για κ = 1, 2, 3, ..., ν.

α. Να βρεθεί το πλήθος των στοιχείων του δειγµατικού χώρου.

β. Να βρείτε την πιθανότητα του ενδεχοµένου Α = {ω1, ω3, ω5}.

Λύση:

α. Αφού P(Ω) = 1 ⇔ Ρ(ω
1
) + Ρ(ω

2
) + Ρ(ω

3
) + ... + Ρ(ω

ν
) = 1 ⇔

( )2 5 8 3ν 1
..... 1 2 5 8 ......... 3ν 1 40

40 40 40 40

−⇔ + + + = ⇔ + + + + − = ⇔

ΚΥΠΡΙΑΝΟΣ ΕΥΑΓΓΕΛΟΣ



96. Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις Βήµα 3ο

Πιθανότητες

( ) ( ) 2ν· 2 3ν 1 32
40 ν· 3ν 1 80 3ν ν 80 0 ν 5 ή ν

2 6

+ −⇔ = ⇔ + = ⇔ + − = ⇔ = = −

Η ν = –32/6 απορρίπτεται.

Άρα ο δειγµατικός χώρος είναι ο { }1 2 3 4 5Ω ω ,ω ,ω ,ω ,ω=

β. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 3 5

2 8 14 24 3
Ρ Α Ρ ω Ρ ω Ρ ω Ρ Α

40 40 40 40 5
= + + = + + = ⇔ =

20. Σε ένα µη αµερόληπτο ζάρι οι πιθανότητες εµφάνισης κάθε έδρας δίνο-

νται από τη σχέση:

P(1) = 3P(2) = 3P(3) = 4P(4) = 6P(5) = 2P(6)   (1)

α. Να βρεθούν οι πιθανότητες εµφάνισης της κάθε έδρας.

β. Να βρεθεί η πιθανότητα του ενδεχοµένου:

∈ 3 21
Α = {x Ω/ x θέση ακροτάτου της f(x) = x - 2x + 3x + 2004}

3
γ. Να βρεθεί η πιθανότητα του ενδεχοµένου:

Β = {κ∈∈∈∈∈Ω / η εξίσωση x2 + κx + 1 = 0 να έχει 2 ρίζες πραγµατι-

κές και άνισες}.

Λύση:

α. Αφού { }Ω 1,2,3,4,5,6=  έχω ( )Ρ Ω 1= ⇔

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Ρ 1 Ρ 2 Ρ 3 Ρ 4 Ρ 5 Ρ 6 1+ + + + + = ⇔

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1
Ρ 1 Ρ 1 Ρ 1 Ρ 1 Ρ 1 Ρ(1) 1

3 3 4 6 2
+ + + + + = ⇔

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )12Ρ 1 4Ρ 1 4Ρ 1 3Ρ 1 2Ρ 1 6Ρ 1 12+ + + + + = ⇔ ( ) ( ) 12
31Ρ 1 12 Ρ 1

31
= ⇔ =

Από τη σχέση (1) έχω:

( ) ( ) ( )1 1 12 4 4
Ρ 2 Ρ 1 · Ρ 2

3 3 31 31 31
= = = ⇔ =

( ) ( ) ( )1 1 12 4 4
Ρ 3 Ρ 1 · Ρ 3

3 3 31 31 31
= = = ⇔ =

( ) ( ) ( )1 1 12 3 3
Ρ 4 Ρ 1 · Ρ 4

4 4 31 31 31
= = = ⇔ =

( ) ( ) ( )1 1 12 2 2
Ρ 5 Ρ 1 · Ρ 5

6 6 31 31 31
= = = ⇔ =

( ) ( ) ( )1 1 12 6 6
Ρ 6 Ρ 1 · Ρ 6

2 2 31 31 31
= = = ⇔ =
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

β. Είναι f΄(x) = x2 – 4x + 3

f΄(x) = 0 ⇔ x2 – 4x + 3 = 0 ⇔

x = 1  ή  x = 3

Άρα: Α = {1, 3}

και

( ) ( ) ( ) ( )12 4 16
Ρ Α Ρ 1 Ρ 3 Ρ Α

31 31 31
= + = + ⇔ =

γ. Αφού η εξίσωση: x2 + κx + 1 = 0 έχει 2 ρίζες πραγµατικές και άνισες πρέπει:

∆ > 0 ⇔ κ2 – 4 > 0 ⇔ ( ) ( )κ , 2 2,∈ −∞ − ∪ + ∞

επειδή κ ∈ Ω, είναι:

κ = 3  ή  κ = 5  ή  κ = 6.

Άρα: Β = {3, 4, 5, 6}

και:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 3 2 6 15
Ρ Β Ρ 3 Ρ 4 Ρ 5 Ρ 6 Ρ Β

31 31 31 31 31
= + + + = + + + ⇔ =

x :< 9<1 3

f (x)´

f(x)

+ +–

x :< 9<-2 2

ê - 4
2

+ +–
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Πιθανότητες

Λύνουµε

µόνοι µας

1. Ενα κουτί περιέχει 2 λευκές, 2 κόκκινες και µια µαύρη σφαίρα. Επιλέγουµε

διαδοχικά και χωρίς επανατοποθέτηση µια σφαίρα. Αν το πείραµα τύχης

σταµατά µόλις επιλέξουµε την µαύρη σφαίρα να βρεθούν:

α. ο δειγµατικός χώρος Ω.

β. το ενδεχόµενο Α: η πρώτη σφαίρα είναι κόκκινη.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

2. Τρείς ταχυδρόµοι πρόκειται να µοιράσουν επιστολές στις οδούς Πανεπι-

στηµίου, Ακαδηµίας και Σταδίου. Για την οδό Πανεπιστηµίου υπάρχει

ένας σάκος, για την Ακαδηµίας δύο σάκοι και για την Σταδίου ένας σάκος.

∆ίνουµε µε σειρά ένα σάκο τυχαία σε κάθε ταχυδρόµο.

Να βρεθεί το ενδεχόµενο Α: ο ταχυδρόµος της οδού Πανεπιστηµίου πήρε

λάθος σάκο.
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Πιθανότητες

3. Ένας µαθητής λύνοντας ασκήσεις µαθηµατικών αποφάσισε να λύσει το

πολύ 4 ασκήσεις ή να σταµατήσει όταν λύσει 3 ασκήσεις σωστά. Να βρε-

θεί ο δειγµατικός χώρος Ω. Αν για κάθε άσκηση που λύνει σωστά χρειάζεται

15 λεπτά και για κάθε αποτυχηµένη προσπάθεια απασχολείται 10 λεπτά,

να βρεθεί ο ελάχιστος και ο µέγιστος χρόνος µελέτης.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

4. Ένας σάκος περιέχει 5 κόκκινες κάρτες µε τον αριθµό 1, 15 πράσινες κάρ-

τες µε τον αριθµό 2, 20 λευκές κάρτες µε τον αριθµό 3 και 30 µπλέ κάρτες

µε τον αριθµό 4. Επιλέγουµε µια κάρτα στην τύχη. Να βρεθούν οι πιθανό-

τητες των ενδεχοµένων:

Α: η κάρτα δεν είναι χρώµατος µπλέ.

Β: η κάρτα έχει άρτιο αριθµό.

Γ: η κάρτα είναι χρώµατος κόκκινου ή έχει περιττό αριθµό.

ΚΥΠΡΙΑΝΟΣ ΕΥΑΓΓΕΛΟΣ



102. Λύνουµε µόνοι µας Βήµα 4ο

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

Πιθανότητες

5. Αν ∩1 1
P(A-B)= , P(A B)=

5 10
 και ∪ 2

P(A B)=
3

 να βρεθούν οι Ρ(Α) και Ρ(Β).
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

6. Αν Α,Β ενδεχόµενα δειγµατικού χώρου Ω να δείξετε ότι ισχύει:

≥ ∪2 22[P(A)] +2P[(B)] 2P(A B)-1
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Πιθανότητες

7. Αν Α,Β ενδεχόµενα δειγµατικού χώρου Ω µε ∩ ∅A B = , να αποδείξετε ότι

ισχύει: ∩ ≤ ≤ ∩2P(A B) P(A) + P(B) 1 + P(A B)
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

8. Αν Α,Β ενδεχόµενα δειγµατικού χώρου Ω µε 
5

P(A) =
12

  και 
3

P(B) =
4

  να

δείξετε ότι:

α. τα ενδεχόµενα Α και Β δεν είναι ασυµβίβαστα.

β. ισχύει  ≤ ∩ ≤2 5
P(A B)

12 12
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Πιθανότητες

9. Αν Α,Β ενδεχόµενα δειγµατικού χώρου Ω µε ∪ ∩P(A B) = 3P(A B)   και

Ρ(Β) = 2Ρ(Α) να βρεθεί ο λόγος: 
∪N(A B)

N(A)
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

10. Αν Α,Β ενδεχόµενα δειγµατικού χώρου Ω µε 
1

P(A') =
2

 και 
2

P(B') =
3

α. εξετάστε αν τα ενδεχόµενα Α΄και Β΄ είναι ασυµβίβαστα

β. Αν ∪ 11
P(A' B') =

12
 να υπολογίσετε την ∩P(A' B')

γ. δείξτε ότι τα ενδεχόµενα Α και Β δεν είναι ασυµβίβαστα.

δ. να υπολογίσετε τις πιθανότητες ∩P(A B')  και ∪P(A B')
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Πιθανότητες

11. Έστω ο δειγµατικός χώρος Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4} και τα ενδεχόµενα

Α = {ω1, ω2} και Β = {ω2, ω3}.

Αν 
5

P(A) =
12

 ,  
1

P(B) =
3

,  ∪ 2
P(A B) =

3
 και 

1
P(A - B) =

12
  να βρεθούν

οι πιθανότητες των απλών ενδεχοµένων ω1, ω2, ω3 και ω4.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

12. Αν Α, Β ενδεχόµενα του δειγµατικού χώρου Ω και Ρ(Α) = 3/4 και Ρ(Β) = 3/8 να

δείξετε ότι:

α. Α, Β όχι ασυµβίβαστα     β. Ρ(Α ∪∪∪∪∪ Β) ≥≥≥≥≥ 3/4     γ. 1/8 ≤≤≤≤≤ Ρ(Α ∩∩∩∩∩ Β) ≤≤≤≤≤ 3/8
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Πιθανότητες

13. Αν Α, Β ενδεχόµενα του δειγµατικού χώρου Ω και Ρ(Α), Ρ(Β) ρίζες της

εξίσωσης: 6x3 + 5x2 - 12x + 4 = 0 µε Ρ(Α) < Ρ(Β) να δείξετε ότι:

α) Α, Β όχι ασυµβίβαστα      β) 1/6 ≤≤≤≤≤ Ρ(Α ∩∩∩∩∩ Β) ≤≤≤≤≤ 1/2       γ) 2/3 ≤≤≤≤≤ Ρ(Α ∪∪∪∪∪ Β) ≤≤≤≤≤ 1
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

14. Σε ένα νοσοκοµείο νοσηλεύονται 300 ασθενείς και η κατάσταση της

υγείας τους χαρακτηρίζεται σαν σοβαρή ή µέτρια. Αν από τους ασθενείς

οι 40 είναι ανασφάλιστοι, οι 70 βρίσκονται σε σοβαρή κατάσταση και

οι 220 είναι ασφαλισµένοι µε µέτρια κατάσταση υγείας να βρεθούν οι

πιθανότητες ένας νοσηλευόµενος που επιλέγεται τυχαία:

α. να είναι ανασφάλιστος ή να βρίσκεται σε σοβαρή κατάσταση.

β. να µην είναι ασφαλισµένος ή να µην βρίσκεται σε σοβαρή κατάσταση.
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Πιθανότητες

15. Μετά από ένα τροχαίο ατύχηµα το 40% των επιβατών διακοµίστηκαν

στο κοντινότερο επαρχιακό νοσοκοµείο, το 50% των επιβατών διακο-

µίστηκαν σε νοσοκοµείο της Αθήνας ενώ το 15% των επιβατών διακο-

µίστηκαν στο κοντινότερο επαρχιακό νοσοκοµείο και κατόπιν λόγω της

σοβαρότητας του τραυµατισµού τους κρίθηκε αναγκαία η µεταφορά τους

σε νοσοκοµείο της Αθήνας. Αν 12 από τους επιβάτες δεν τραυµατίστη-

καν καθόλου τότε πόσους επιβάτες συνολικά είχε το όχηµα;
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

16. ∆ύο δροµείς Α και Β συµµετέχουν σε ένα µαραθώνιο. Η πιθανότητα τερ-

µατισµού του δροµέα Α είναι κατά 20% µεγαλύτερη από του Β, η πιθα-

νότητα να τερµατίσει τουλάχιστον ένας είναι 90% και η πιθανότητα να

τερµατίσουν και οι δύο είναι 10%. Να βρεθούν οι πιθανότητες τερµατι-

σµού των δροµέων.
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Πιθανότητες

17. O Αντώνης και ο Βασίλης συµµετέχουν σε ένα γραπτό διαγωνισµό. Η

πιθανότητα να πετύχει ο Αντώνης είναι διπλάσια από την πιθανότητα να

πετύχει ο Βασίλης ενώ η πιθανότητα να πετύχει µόνο ένας από τους δύο

είναι 75%. Να βρεθούν οι πιθανότητες επιτυχίας των δύο υποψηφίων.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

18. Αν Ω = {2, 6, 10,….410} και για κάθε ∈x Ω  είναι P(x) = κx, να βρεθεί ο ∈κ R .
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Πιθανότητες

19. Έστω ο δειγµατικός χώρος Ω = {2, 4, 6, ..., 2κ}, κ ∈∈∈∈∈ Ν* µε ισοπίθανα

απλά ενδεχόµενα. Αν θεωρήσουµε ότι είναι τιµές µιας µεταβλητής Χ µε

x = 9  να υπολογιστεί:

α. το κ ∈∈∈∈∈ Ν* και να προσδιοριστεί ο δειγµατικός χώρος Ω.

β. να βρεθεί η διάµεσος και το εύρος των τιµών της µεταβλητής Χ.

γ. να δείξετε ότι  2s = x + 3

δ. Θεωρούµε τα ενδεχόµενα

Α:α ∈∈∈∈∈ Ω και α να είναι πολλαπλάσιο του 4 .

Β: β ∈∈∈∈∈ Ω και β ρίζα της εξίσωσης  
2(x - 6x + 8)(x - 3)

= 0
x - 2

Να βρεθούν οι πιθανότητες ∪ ∩P(A), P(B), P(A B), P(A B), P(A - B)
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας
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Πιθανότητες

20. ∆ινεται η συνάρτηση f µε τύπο f(x) = ex - x.

α. Να µελετηθεί ως προς τη µονοτονία και τα ακρότατα.

β. Αν Α και Β ενδεχόµενα δειγµατικού χώρου Ω που συνδέονται µε τη

σχέση eP(A) - P(A) = P(B) να δείξετε ότι Ρ(Β) = f(P(A)) και ότι το Β

είναι βέβαιο ενδεχόµενο και το Α αδύνατο.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

21. Έστω 5 µονοψήφιοι θετικοί ακέραιοι. Αν οι τέσσερις από αυτούς είναι

οι 1, 2, 6, 9 να βρείτε την πιθανότητα η διάµεσος να είναι:

α. 6 β. 6,5 γ. 5
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Πιθανότητες

Ελέγχουµε τη

γνώση µας

Θέµα 1ο

Ένα κουτί περιέχει 5 αριθµηµένες σφαίρες από το 1 εως το 5. Εξάγουµε δια-

δοχικά και χωρίς επανατοποθέτηση µια σφαίρα κάθε φορά. Το πείραµα στα-

µατά αν εξαχθεί σφαίρα µε άρτιο αριθµό.

α. Να βρεθεί ο δειγµατικός χώρος του πειράµατος τύχης.

β. Να βρεθούν τα ενδεχόµενα:

Α: έχουν εξαχθεί 3 σφαίρες συνολικά.

Β: η πρώτη σφαίρα έχει τον αριθµό 5

Γ: η τελευταία σφαίρα έχει τον αριθµό 2
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

Θέµα 2ο

Α. Έστω η ρίψη δύο όµοιων ζαριών και x η πιθανότητα να έχουµε δύο ίδιες

ενδείξεις, y η πιθανότητα το άθροισµα των ενδείξεων να ισούται µε 6. Να

υπολογίσετε τη διαφορά x - y.

Β. Έστω δείγµα 5 µονοψήφιων θετικών ακέραιων. Αν οι τέσσερεις από

αυτούς είναι οι 1, 2, 6 και 9 να βρεθεί η πιθανότητα η µέση τιµή του

δείγµατος να είναι µεγαλύτερη από 6.
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Πιθανότητες

Θέµα 3ο

Έστω ο δειγµατικός χώρος  Ω = {0, 1, 2, 3}  και  f(x) = λx4 + λ2x2 - 5, µε λ ∈ Ω.

Αν το Ω αποτελείται από ισοπίθανα απλά ενδεχόµενα να βρεθεί η πιθανότη-

τα ώστε η γραφική παράσταση της f να έχει στο σηµείο µε συντεταγµένες (1, f(1))

εφαπτοµένη παράλληλη στον άξονα x΄x.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

Θέµα 4ο

Σε µια έρευνα που έγινε βρέθηκε ότι στο 15% των τροχαίων ατυχηµάτων

που οφείλονται σε µηχανική βλάβη, οφείλονταν σε ανθρώπινο λάθος και σε

κακή ποιότητα οδοστρώµατος. Το 20% των τροχαίων ατυχηµάτων που

οφείλονται σε ανθρώπινο λάθος, οφείλονταν και σε µηχανική βλάβη. Το 50%

των τροχαίων ατυχηµάτων οφείλονται σε ανθρώπινο λάθος. Επίσης το 40%

των τροχαίων ατυχηµάτων που οφείλονται σε µηχανική βλάβη οφείλονταν

και σε ανθρώπινο λάθος. Ποια η πιθανότητα ένα τροχαίο ατύχηµα να οφεί-

λεται και στις τρεις παραπάνω αιτίες;
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