
Μετά το τέλος της µελέτης του 1ου κεφαλαίου, ο µαθητής θα πρέπει

να γνωρίζει:

 Τον ορισµό της συνάρτησης και τον τρόπο εύρεσης του πεδίου ορισµού της.

 Τις πράξεις µεταξύ συναρτήσεων, τις γραφικές παραστάσεις βασι-
κών συναρτήσεων και τους ορισµούς της µονοτονίας και των ακροτά-

των συνάρτησης.

 Την έννοια του ορίου µιας συνάρτησης, τον τρόπο υπολογισµού του και
τις ιδιότητές του.

 Τον ορισµό της συνεχούς συναρτήσης.

 Τον ορισµό της παραγώγου µιας συνάρτησης f σε σηµείο xo, τη γεωµε-
τρική της ερµηνεία και τον τρόπο υπολογισµού της.

 Τον ορισµό της παραγώγου συνάρτησης, τους κανόνες παραγώγισης
και τον τρόπο εφαρµογής τους στην εύρεση του τύπου της.

 Τον τρόπο εφαρµογής των κανόνων παραγώγισης για την εύρεση της
µονότονίας και των ακροτάτων µιας συνάρτησης.

Συνοπτική θεωρία:

 Ισότητα συναρτήσεων: 


⇔ 
 f g

f(x) = g(x)
f = g

A = A
 Πράξεις µε συναρτήσεις:

•  Συνάρτηση άθροισµα: S = f + g, µε S(x) = f(x) + g(x), x ∈ Af ∩ Ag
•  Συνάρτηση διαφορά: D = f - g, µε D(x) = f(x) – g(x), x ∈ Af ∩ Ag
•  Συνάρτηση γινόµενο: P = f · g, µε P(x) = f(x) · g(x), x ∈ Af ∩ Ag

•  Συνάρτηση πηλίκο: ∈ ∩ ≠f g

f f(x)
R = , µε R(x) = , x A A και g(x) 0

g g(x)

 Ιδιότητες ορίων: Εφ’ όσον υπάρχουν τα 
→ ox x
lim f(x)  και 

→ ox x
lim g(x) , ισχύουν:

1. 
→ →

⋅ ⋅
o ox x x x

lim [k f(x)] = k lim f(x) 2. 
→ → →o o ox x x x x x
lim [f(x) ± g(x)] = lim f(x) ± lim g(x)
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3. 
→ → →

⋅ ⋅
o o ox x x x x x

lim [f(x) g(x)] = lim f(x) lim g(x) 4. →

→
→

o

o

o

x x

x x
x x

lim f(x)f(x)
lim =

g(x) lim g(x)

5. 
→ →

 
  o o

v
v

x x x x
lim [f(x)] = lim f(x) 6. 

→ →o o

v v
x x x x
lim f(x) = lim f(x)

 Συνέχεια συνάρτησης σε σηµείο xo:

     •  f συνεχής στο 
→

∈ ⇔
o

o f ox x
x A lim f(x) = f(x )

 Η έννοια της παραγώγου:

 •  Ορισµός  
→

o o
o h 0

f(x +h) - f(x )
f΄(x ) = lim

h
•   Η f΄(xo) παριστάνει:

α. την κλίση της εφαπτόµενης ευθείας της γραφικής παράστασης

της f στο σηµείο (xo, f(xo)).

       β. Το ρυθµό µεταβολής της συνάρτησης f ως πρός x όταν x = xo.

•  Στιγµιαία ταχύτητα σώµατος που κινείται ευθύγραµµα:

υ(t) = s΄(t)

•  Στιγµιαία επιτάχυνση σώµατος που κινείται ευθύγραµµα:

α(t) = υ΄(t) = s΄΄(t)

 Παράγωγος συνάρτησης - Κανόνες παραγώγισης:

Α. Κανόνες παραγώγισης βασικών συναρτήσεων:

1. (c)΄ = 0 2. (x)΄ = 1 3. (xν)΄ = νxν-1 4. 
1

( x )' =
2 x

5. (ηµx)΄ = συνx 6. (συνx)΄ = – ηµx 7. 2

1
(εφx)' =

συν x

8. 
2

1
(σφx)' = -

ηµ x
9. (ex)΄ = ex 10.  

1
(lnx)' =

x
Β. Παράγωγος και πράξεις:

1. (cf(x))΄ = cf΄(x) 2. (f(x) ± g(x))΄ = f΄(x) ± g΄(x)

3. (f(x)g(x))΄ = f΄(x)g(x) + f(x)g΄(x) 4. 
 
 
 

2

f(x) f'(x)g(x) - f(x)g'(x)
' =

g(x) [g(x)]

Γ. Παράγωγος σύνθετων συναρτήσεων: (f(g(x)))΄ = f΄(g(x))g΄(x)

1. (φ(x)ν)΄ = νφ(x)ν–1φ΄(x) 2. ( ) φ'(x)
φ(x ) ' =

2 φ(x)
3. (ηµφ(x))΄ = συνφ(x) · φ΄(x) 4. (συνφ(x))΄ = –ηµφ(x) · φ΄(x)

5. 2

φ'(x)
(εφφ(x))' =

συν φ(x)
6. 2

φ'(x)
(σφφ(x))' = -

ηµ φ(x)

7. (eφ(χ))΄ = eφ(χ)φ΄(x) 8. 
φ'(x)

(lnφ(x))' =
φ(x)

ΚΥΠΡΙΑΝΟΣ ΕΥΑΓΓΕΛΟΣ



Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

11.Βήµα 1ο     Μαθαίνουµε τις αποδείξεις

•  ΘΕΩΡΙΑ 1:

Να δείξετε ότι η παράγωγος της σταθεράς συνάρτησης f(x) = c ισούται µε 0.

Απόδειξη:

Για h 0≠  έχουµε:  
h 0 h 0

f (x h) f (x) c c
f '(x) lim lim 0

h h→ →

+ − −= = =

•  ΘΕΩΡΙΑ 2:

Να δείξετε ότι η παράγωγος της ταυτοτικής συνάρτησης f(x) = x ισούται µε 1.

Απόδειξη:

Για h 0≠  έχουµε:

h 0 h 0 h 0

f (x h) f (x) x h x h
f '(x) lim lim lim 1

h h h→ → →

+ − + −= = = =

•  ΘΕΩΡΙΑ 3:

Να δείξετε ότι: (cf(x))΄ = cf΄(x)

Απόδειξη:

Έστω η συνάρτηση: F(x) = cf(x). Τότε για h 0≠  έχουµε:

( )
h 0 h 0

h 0 h 0

F(x h) F(x) cf (x h) cf (x)
cf (x) ' F'(x) lim lim

h h
f (x h) f (x) f (x h) f (x)

lim c clim cf '(x)
h h

→ →

→ →

+ − + −= = = =

+ − + − = = =  

•  ΘΕΩΡΙΑ 4:

Να δείξετε ότι: (f(x) + g(x))΄ = f΄(x) + g΄(x)

Μαθαίνουµε

τις αποδείξεις
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12. Μαθαίνουµε τις αποδείξεις Βήµα 1ο

Συναρτήσεις

Απόδειξη:

Έστω η συνάρτηση: F(x) = f(x) + g(x). Τότε για h 0≠  έχουµε:

( )
h 0 h 0

h 0 h 0 h 0

F(x h) F(x) f (x h) g(x h) (f (x) g(x))
f (x) g(x) ' F'(x) lim lim

h h
f (x h) f (x) g(x h) g(x) f (x h) f (x) g(x h) g(x)

lim lim lim
h h h h

f '(x) g'(x)

→ →

→ → →

+ − + + + − ++ = = = =

+ − + − + − + − + = + =  
= +
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13.Βηµα 2ο Επαναλαµβάνουµε τις ασκήσεις “κλειδιά”

Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

Α.  Από το σχολικό βιβλίο

Να λύσω τις ασκήσεις:

Σελ. 17:  Ασκήσεις Α΄ Οµάδας 6, 7

Σελ. 18:  Ασκήσεις Α΄ Οµάδας 8, 9 Β΄ Οµάδας 2, 3, 5

Σελ. 26:  Ασκήσεις Α΄ Οµάδας 1, 3

Σελ. 27:  Ασκήσεις Α΄ Οµάδας 5

Σελ. 36:  Ασκήσεις Α΄ Οµάδας 6, 7, 9, 10, 11, 13, 14, 16

Σελ. 37:  Ασκήσεις Α΄ Οµάδας 17, 21, 22 Β΄ Οµάδας 1

Σελ. 38:  Ασκήσεις Β΄ Οµάδας 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10

Σελ. 45:  Ασκήσεις Α΄ Οµάδας 1, 3, 6, 9, 10

Σελ. 46:  Ασκήσεις Β΄ Οµάδας 2, 3, 4, 6

Σελ. 47:  Ασκήσεις Β΄ Οµάδας 8, 10

Σελ. 48:  Γενικές Ασκήσεις  2, 3

Επαναλαµβάνουµε

τις ασκήσεις - κλειδιά
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14. Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις Βήµα 3ο

Συναρτήσεις

1. Εστω η συνάρτηση f µε τύπο:  
,

 ≤



22x - 1 ,x 2
f(x) =

3x - α x > 2

α. Nα βρεθεί το x ∈∈∈∈∈ R ώστε η γραφική της παράσταση της f να διέρχεται

από το σηµείο Α(3,4).

β. Να βρεθούν τα διαστήµατα στα οποία η f είναι θετική.

Λύση:

α. Η γραφική παράσταση της f διέρχεται από το σηµείο Α(3,4) , άρα:

f (3) 4 3 3 4 5= ⇔ ⋅ −α = ⇔ α =

β. Για x 2≤  έχουµε: 
2 2 1 2 2

f (x) 0 2x 1 0 x x x
2 2 2

> ⇔ − > ⇔ > ⇔ < − η >

Για x > 2 έχουµε: 
5

f (x) 0 3x 5 0 x
3

> ⇔ − > ⇔ >

Άρα f(x) > 0 για 
2 2

x , ,
2 2

   
∈ −∞ − ∪ +∞         

2. Να βρεθούν τα πεδία ορισµού των παρακάτω συναρτήσεων:

2 x

3x
f (x)

(x 1)(e 1)
=

− +
α.

2

3(x 1)
g(x)

(x 1)(x 3)

−=
+ −

β.   2

x 2
h(x) ln(5 x)

x 4

+= − −
−

γ.

Λύση:

α. Πρέπει: 
2

2 x
xx

x 1
(x 1)(x 1) 0x 1 0

(x 1)(e 1) 0 x 1
e 1e 1 0

x R

≠
− + ≠ − ≠  − + ≠ ⇔ ⇔ ⇔ ≠ −  ≠ −+ ≠   ∈

Άρα: fA R { 1, 1}= − − +

Λύνουµε

περισσότερες

ασκήσεις
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15.Βήµα 3ο    Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις

Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

β. Πρέπει: 
2 2

2 x Rx 1 0 x 1
(x 1)(x 3) 0

x 3x 3 0 x 3

∈ + ≠ ≠ − 
+ − ≠ ⇔ ⇔ ⇔   ≠− ≠ ≠  

Επίσης:

 
2

2

3(x 1)
0 3(x 1)(x 1)(x 3) 0 (x 1)(x 3) 0 x 1 ή x 3

(x 1)(x 3)

− ≥ ⇔ − + − ≥ ⇔ − − ≥ ⇔ ≤ ≥
+ −

Άρα το πεδίο ορισµού της g είναι το : gA ( ,1] (3, )= −∞ ∪ +∞ .

γ. Πρέπει να ισχύουν συγχρόνως : 
2x 4 0− ≠  , x 2 0+ ≥   και 5 x 0− > .

Είναι 
2

x 2 0 x 2

x 4 0 (x 2)(x 2) 0

x 2 0 x 2

+ ≠ ≠ − 
 − ≠ ⇔ + − ≠ ⇔ ⇔και και 
 − ≠ ≠ 

Επίσης: x 2 0 x 2+ ≥ ⇔ ≥ −  και  5 x 0 x 5− > ⇔ < . Άρα το πεδίο ορισµού της h

είναι το : hA ( 2,2) (2,5)= − ∪ .

3. Να υπολογίσετε τα όρια:

α. ( )2

x 2
lim 3x - x - 3
→

β. 

2

x  -1

x + x
lim

x +1→
γ.  

3 2

x  1

x x 9x 9
lim

x 1→

− + −
−

δ. ( )
π

x
4

lim ηµx + συνx -1
→

ε. 
x  -1

x + 2 -1
lim

x +1→

Λύση:

α. ( )2 2

x 2
lim 3x x 3 3 2 2 3 11
→

− − = ⋅ − − =

β. 

0
2 0

x 1 x 1 x 1

x x x(x 1)
lim lim lim x 1

x 1 x 1→− →− →−

+ += = = −
+ +

γ.

3 2 2 2
2

x 1 x 1 x 1 x 1

x x 9x 9 x (x 1) 9(x 1) (x 9)(x 1)
lim lim lim lim(x 9) 10

x 1 x 1 x 1→ → → →

− + − − + − + −= = = + =
− − −

δ. ( )
x

4

2 2
lim x x 1 1 1 1

4 4 2 2π→

π πηµ + συν − = ηµ + συν − = + − =
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16. Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις Βήµα 3ο

Συναρτήσεις

ε. 
x  -1 x  -1 x  -1

x 2 1 ( x 2 1)( x 2 1) x 2 1
lim lim lim

x 1 (x 1)( x 2 1) (x 1)( x 2 1)→ → →

+ − + − + + + −= = =
+ + + + + + +

x  -1 x  -1

x 1 1 1
lim lim

2(x 1)( x 2 1) ( x 2 1)→ →

+ = =
+ + + + +

4. Αν 
→ 0x  x

lim f(x) = 10 να βρείτε το g(x)lim
0

x x →
 όταν:

α. g(x) = 3f(x) - 1 β. g(x) = 3f(x) + 6  γ. ≠f(x)
g(x) = f(x) 5

f(x) - 5

Λύση:

α. 
o o ox x x x x x

lim g(x) lim[3f (x) 1] 3 lim f (x) 1 3 10 1 29
→ → →

= − = − = ⋅ − =

β. 
o o ox x x x x x

lim g(x) lim 3f (x) 6 3 lim f (x) 6 3 10 6 6
→ → →

= + = + = ⋅ + =

γ. o

o o

o

x x

x x x x
x x

lim f (x)f (x) 10
lim g(x) lim 2

f (x) 5 lim f (x) 5 10 5
→

→ →
→

= = = =
− − −

5. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε f(x) = x2 + αx, x∈∈∈∈∈R, α∈∈∈∈∈R. Να βρείτε την f΄(1) µε τον

ορισµό της παραγώγου. Κατόπιν να προσδιορίσετε το α∈∈∈∈∈R ώστε ο ρυθµός

µεταβολής της f ως προς x όταν x = 1 να είναι ίσος µε 5.

Λύση:

2 2

h 0 h 0

f (1 h) f (1) (1 h) (1 h) (1 1)
f '(1) lim lim

h h→ →

+ − + + α + − + α ⋅= = =

2

h 0 h 0 h 0

h 2h 1 h 1 h(h 2 )
lim lim lim(h 2 ) 2

h h→ → →

+ + + α + α − −α + + α= = = + + α = + α

Ο ρυθµός µεταβολής της f ως προς x όταν x = 1 είναι ίσος µε 5 άρα:

f '(1) 5 2 5 3= ⇔ +α = ⇔ α =

6. Εστω ρόµβος που έχει τη µεγάλη διαγώνιο τετραπλάσια από τη µικρή. Να

βρεθεί ο ρυθµός µεταβολής του εµβαδού συναρτήσει της µικρής διαγωνίου δ

όταν δ = 3.
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17.Βήµα 3ο    Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις

Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

Λύση:

Έστω ∆ και δ η µεγάλη και η µικρή διαγώνιος αντίστοιχα.

Τότε: E
2

∆ ⋅δ
= , άρα: 24

( ) 2 0
2

δ ⋅δΕ δ = = δ δ >

Ο ρυθµός µεταβολής του εµβαδού συναρτήσει της µικρής διαγωνίου δ είναι:

Ε΄(δ) = (2δ2)΄ = 4δ. Για δ = 3 έχουµε: Ε΄(3) = (4 · 3) = 12.

7. Η θέση ενός κινητού που κινείται ευθύγραµµα, δίνεται συναρτήσει του χρόνου από

τον τύπο  S(t) = (t + 1)2 + 5,  όπου το t µετριέται σε sec και το S σε µέτρα. Να βρείτε:

α. Τη µέση ταχύτητα του κινητού στο χρονικό διάστηµα [0, 5] sec.

β. Τη στιγµιαία ταχύτητα του κινητού, όταν t = 2,5 sec.

Λύση:

α. 
2 2

. .

. .

S S S(5) S(0) (5 1) 5 (0 1) 5 35
7

t t 5 0 5 5
τελ αρχ

τελ αρχ

− − + + − + −υ = = = = =
− −

m/s

β. ( )2(t) S'(t) (t 1) 5 ' 2(t 1)(t 1) ' 2(t 1)υ = = + + = + + = + . Άρα: υ(2,5) = 2(2,5 + 1) = 7 m/s

8. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε f(x) = x2 + 4x – 6, x∈∈∈∈∈R. Να προσδιορίσετε το σηµείο

Α της γραφικής παράστασης της  συνάρτησης f, στο οποίο:

α. Η εφαπτοµένη της σχηµατίζει γωνία 45ο µε τον άξονα x΄x.

β. Η εφαπτοµένη είναι παράλληλη µε την ευθεία: y = 2x + 7.

Λύση:

α. Είναι 2f '(x) (x 4x 6) ' 2x 4= + − = + . Έστω (xo, f(xo)) το ζητούµενο σηµείο.

Τότε: f΄(xo) = λεφ., άρα: 2xo + 4 = 1 ⇔ o

3
x

2
= −  ( διότι 45 1ο

εφ εφλ = εφ ⇔ λ =  ).

Επίσης: 

2
3 3 3 39

f 4 6
2 2 2 4

     − = − + − − = −          
, άρα: ( )o o

3 39
x ,f (x ) ,

2 4
 = − −  

.

β. Αφού η εφαπτοµένη είναι παράλληλη  µε την  ευθεία y = 2x + 7 είναι λεφ. = 2 .

Έστω (xo, f(xo)) το ζητούµενο σηµείο. Τότε: o o of '(x ) 2x 4 2 x 1εφ= λ ⇔ + = ⇔ = −

( ) ( ) ( )2
f 1 1 4 1 6 9− = − + − − = − . Άρα: (xo, f(xo)) = (–1, –9).
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18. Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις Βήµα 3ο

Συναρτήσεις

9. Να  προσδιορίσετε τον αριθµό α∈∈∈∈∈R ώστε η συνάρτηση f µε τύπο:
x -x

x

αe + e
f(x) =

e + 1
 ,να  έχει εφαπτοµένη στη θέση xο = ln3, κάθετη στην ευθεία µε

εξίσωση y = - 3x + 3. Κατόπιν να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτόµενης.

Λύση:

Λόγω καθετότητας της εφαπτόµενης µε την ευθεία  y = - 3x + 3 ισχύει:

1
( 3) 1

3εφ εφλ ⋅ − = − ⇔ λ =

x x x x x x x x

x x 2

e e ( e e ) '(e 1) ( e e )(e 1) '
f '(x) '

e 1 (e 1)

− − − α + α + + − α + += = = + + 
x x x x x x x x

x 2 x 2

( e e )(e 1) ( e e )e e 2 e

(e 1) (e 1)

− − −α − + − α + α − −=
+ +

 , οπότε είναι :

ln 3 ln 3

ln 3 2 2

1
3 21 e 2 e 1 1 233f '(ln 3) 9 7 16

3 (e 1) 3 (3 1) 3 9

− α − −α − −= ⇔ = ⇔ = ⇔ α − = ⇔ α =
+ +

ln 3 ln 3

ln 3

23 23 1
e e 3

9 9 3f (ln3) 2
e 1 3 1

−+ ⋅ +
= = =

+ +

Έστω  y = λx + β  η εξίσωση της εφαπτόµενης. Τότε:
2

3

1 e
2 ln3 ln

3 3

 
= +β⇔β =  

 
.

Άρα η εξίσωση της εφαπτοµένης είναι η : 
2

3

1 e
y x ln

3 3

 
= +  

 
.

10. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε f(x) = eαx.

α. Να δείξετε ότι: αf΄(x) - f΄΄(x) = 0, για κάθε x∈∈∈∈∈R.

β. Να βρείτε τις τιµές του α, ώστε να ισχύει η σχέση: f΄΄(x) + 2f΄(x) = 3f(x), για

κάθε x∈∈∈∈∈R.

Λύση:

α. Έχουµε: x x xf '(x) (e ) ' e ( x) ' e f (x)α α α= = α = α = α

και: 2f ''(x) ( f (x)) ' f '(x) f (x)= α = α = α  άρα: 2 2f '(x) f ''(x) f (x) f (x) 0α − = α −α =
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

β. Από το ερώτηµα (α) έχουµε:

f (x) 0
2 2

2

f ''(x) 2f '(x) 3f (x) f (x) 2 f (x) 3f (x) ( 2 3)f (x) 0

2 3 0 3 1

≠

+ = ⇔ α + α = ⇔ α + α − = ⇔
α + α − = ⇔ α = − η α =

11. Να βρεθούν τα διαστήµατα µονοτονίας και τα ακρότατα (αν υπάρχουν) της

συνάρτησης f µε τύπο f(x) = (2x - x2)ex.

Λύση:

Έχουµε Αf = R και:

( )2 x 2 x 2 x x 2 x 2 xf '(x) (2x x )e ' (2x x )'e (2x x )(e )' (2 2x)e (2x x )e (2 x )e= − = − + − = − + − = −

xe 0
2 x 2f '(x) 0 (2 x )e 0 2 x 0 x 2

>
= ⇔ − = ⇔ − = ⇔ = ±

.
Το πρόσηµο της f ΄ φαίνεται στον επόµενο πίνακα :

Η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα σε καθένα απο τα διαστήµατα

( , 2 −∞ −  , )2, +∞  ενώ είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα 2, 2 −  .

Η f παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο x 2= −  και τοπικό µέγιστο στο x 2= .

Η τιµή του ελαχίστου είναι ( ) ( ) 2f 2 2 2 2 e−− = − − ,ενώ η τιµή του µεγίστου εί-

ναι ( ) ( ) 2f 2 2 2 2 e= −   .

12. Εστω η ευθεία y = x - 3. Βρείτε το σηµείο της ώστε το άθροισµα των τετραγώ-

νων των αποστάσεών του από τα σηµεία Α(1,1) και Β(1,5) να είναι ελάχιστο.

Λύση:

Έστω Μ(x,y) σηµείο της ευθείας. Τότε θα είναι  Μ(x, x - 3). Είναι

( ) ( )2 2
2 2 2 2 2 2(AM) (BM) (x 1) (x 3 1) (x 1) (x 3 5)+ = − + − − + − + − − =

2 2 2 22(x 1) (x 4) (x 8) 4x 28x 82 f (x) , x R= − + − + − = − + = ∈
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Συναρτήσεις

( )2f '(x) 4x 28x 82 ' 8x 28= − + = −    και   
7

f '(x) 0 8x 28 0 x
2

≥ ⇔ − ≥ ⇔ ≥

Κατασκευάζουµε τον πίνακα

απο όπου προκύπτει ότι η f έχει

ελάχιστο στο x = 7/2 το f (7/2 ) = 33.

Άρα το σηµείο της ευθείας που έχει ελάχιστο άθροισµα τετραγώνων των αποστάσεων

απο τα σηµεία Α και B είναι το 
7 1

M ,
2 2
 
  

.

13. Το κόστος κατασκευής x τεµαχίων ενός προϊόντος ηµερησίως µε 0 < x < 1000

δίνεται από τον τύπο:

2x
K(x) = + 50x + 50

2
  ευρώ.

Αν κάθε τεµάχιο πωλείται 2000 - x ευρώ, πόσα τεµάχια πρέπει να παράγονται

ηµερησίως, ώστε να έχουµε το µέγιστο κέρδος;

Λύση:

Το κέρδος από πώληση x τεµαχίων είναι:

2 2x 3x
P(x) x(2000 x) 50x 50 1950x 50, 0 x 1000

2 2

 
= − − + + = − + − < < 

 
Είναι

23x
P '(x) 1950x 50 ' 3x 1950

2

 
= − + − = − + 
 

Οπότε P '(x) 0 3x 1950 0 x 650≥ ⇔ − + ≥ ⇔ ≤ .

Κατασκευάζουµε τον πίνακα :

Άρα για να έχουµε το µέγιστο κέρδος πρέπει να παράγονται 650 τεµάχια ηµερησίως.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

Λύνουµε

µόνοι µας

1. Εστω η συνάρτηση  f  µε τύπο: 

 <



≥

2x -αx, x 4

f(x) = βx +1
, x α

x - 3
α. Nα βρεθoύν τα α,β ∈∈∈∈∈ R ώστε Α

f
 = R και η γραφική παράσταση της f να

διέρχεται από το σηµείο Α(5,8).

β. Να βρεθούν τα σηµεία τοµής της γραφικής παράστασης µε τους άξονες.
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Συναρτήσεις

2. Να βρεθούν τα πεδία ορισµού των παρακάτω συναρτήσεων:

α. 2x

2x 1
f (x)

( x 2)(e 1)

−=
ηµ − −

β. 

2

2 x

(x 1)
g(x)

(x 1)e

−=
−

γ. 
2

2

100 x
h(x)

ln x 4

−=
−
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

3. Να υπολογίσετε τα όρια:

α. 
2

2x 2 

x 5x 6
lim

x 4→

− +
−

β. 
3 2

x  10

x 12x 21x 10
lim

x 10→

− + −
−

γ. 
2x  2

x 7 3
lim

x 4→

+ −
−

4. Έστω f, g συνεχείς συναρτήσεις µε 
→ 0x  x

lim f(x) = 1  . Να βρείτε το 
→ 0x  x

lim g(x) όταν:

α. g(x) = 3[f(x)]2 – 1 β. 
f(x) - 1

g(x) =
f(x) + 1

Κατόπιν να υπολογίσετε το όριο 
→ o

2

x x
o o

2f (x) - g(x)
lim

f(x ) + g(x )
 στις περιπτώσεις (α) και (β).
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Συναρτήσεις

5. Αν f(x) = 1 + x  να βρείτε τα όρια:

α. 
x 1

f (x) f (1)
lim

x 1→

−
−

β. 2x 3

f (x) f (3)
lim

x 9→

−
−
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

6. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε 


≠





x - x
,x 0

f(x) = x + x
4α + 1 ,x = 0

 .

Αν 
→

2

x 1
lim(x + 6) = α , να εξετάσετε αν η f είναι συνεχής στο x

0
 = 0.
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Συναρτήσεις

7. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε f(x) = 4x2 + αx + 1, x∈∈∈∈∈R, α∈∈∈∈∈R. Να βρείτε την f΄(2)

χωρίς να χρησιµοποιήσετε κανόνες παραγώγισης. Κατόπιν να προσδιορίσετε

το α∈∈∈∈∈R ώστε η κλίση της εφαπτόµενης στο σηµείο (2,f(2)) να είναι ίση µε 8.

ΚΥΠΡΙΑΝΟΣ ΕΥΑΓΓΕΛΟΣ



27.Βήµα 4ο    Λύνουµε µόνοι µας

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

.......................................................................................................................................

Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

8. Να βρεθεί ο ρυθµός µεταβολής του εµβαδού και του ύψους ισοπλεύρου τριγώ-

νου συναρτήσει της πλευράς του όταν αυτή ισούται µε 10.
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Συναρτήσεις

9. Η θέση ενός κινητού που κινείται ευθύγραµµα, δίνεται συναρτήσει του χρό-

νου από τον τύπο 
3 2t 5t

S(t) = - + 6t - 1
3 2

, όπου το t µετριέται σε s και το S σε

µέτρα. Να βρείτε:

α. Tη µέση ταχύτητα του κινητού στο χρονικό διάστηµα [0, 4] s

β. Tη  στιγµιαία  ταχύτητα  του  κινητού, όταν t = 1 s.

γ. Tο συνολικό διάστηµα που διανύθηκε σε χρόνο 10 s.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

10. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε f(x) = 2x2 + xlnx. Να βρεθεί η εξίσωση της

εφαπτόµενης της γραφικής παράστασης στο σηµείο Α(1,f(1)).
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Συναρτήσεις

11. ∆ίνεται η f µε 
2x - 3

f(x) =
x

. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτόµενης της

γραφικής παράστασης της Cf της f. Kατόπιν να βρείτε τις συντεταγµένες

του σηµείου στο οποίο η εφαπτόµενη περνά από τo σηµείο (1,1).
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

12. Να προσδιορίσετε τους αριθµούς α,β∈∈∈∈∈R ώστε η συνάρτηση f µε τύπο
3αx + β

f(x) =
x

να έχει εφαπτοµένη παράλληλη στην ευθεία y = 3x και η

γραφική της παράσταση να διέρχεται από το σηµείο Α(2,2). Κατόπιν να

βρεθεί η εξίσωση της εφαπτόµενης.
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Συναρτήσεις

13. Έστω f, g παραγωγίσιµες στο R µε f΄, g΄ συνεχείς. Αν ισχύουν:

α. για κάθε x∈∈∈∈∈R: f΄(x) – g΄(x) = 4(x – 2) β. f(2) – g(2) = 0

να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις Cf, Cg δέχονται κοινή εφαπτόµε-

νη σε κοινό σηµείο. Κατόπιν να βρείτε την εξίσωση της εφαπτόµενης

και τις συντεταγµένες του σηµείου.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

14. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε 
x - xf(x) = e + e , x > 0 . Να δείξετε ότι:

΄
΄́

f(x) - 2f (x)
f (x) =

4x
  για κάθε x∈∈∈∈∈R.
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Συναρτήσεις

15. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε f(x) = x3e–x, x∈∈∈∈∈R. Να βρεθούν τα α, β, γ∈∈∈∈∈R

ώστε να ισχύει αf΄΄(x) + βf΄(x) + γf(x) = 12xe–x, για κάθε x∈∈∈∈∈R.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

16. Nα βρεθούν τα ακρότατα της συνάρτησης f µε:
2συν2x

f(x) = + ηµ x
2

 στο [0,2π]

ΚΥΠΡΙΑΝΟΣ ΕΥΑΓΓΕΛΟΣ
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Συναρτήσεις

17. Να µελετηθεί η µονοτονία και να βρεθούν αν υπάρχουν τα ακρότατα της

συνάρτησης  f µε τύπο: f(x) = x x - 3
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

18. Έστω συνάρτηση f µε f΄΄(x) = 2(3x + 1) για κάθε x∈∈∈∈∈R. Να βρεθεί η f αν

παρουσιάζει στο σηµείο (-1,f(-1)) ακρότατο και η Cf τέµνει τον άξονα y΄y

στο σηµείο Α(0,1).
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Συναρτήσεις

19. Έστω η παραβολή y = x2. Βρείτε το σηµείο της ώστε το άθροισµα των τετραγώ-

νων των αποστάσεών του από τα σηµεία Α(1,3) και Β(1,6) να είναι ελάχιστο.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

20. Έστω ορθογώνιο τρίγωνο περιµέτρου 10 cm και x µια από τις οξείες γωνίες του.

α. Να εκφράσετε την υποτείνουσα του τριγώνου συναρτήσει του x.

β. ∆είξτε ότι η υποτείνουσα γίνεται ελάχιστη όταν το τρίγωνο γίνεται ισοσκελές.
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Συναρτήσεις

21. Το κόστος κατασκευής x τεµαχίων ενός προϊόντος ηµερησίως δίνεται από τον

τύπο Κ(x) = 5x + 500 €. Αν κάθε τεµάχιο πωλείται (1000 - 2x) €, πόσα

τεµάχια πρέπει να παράγονται ηµερησίως, ώστε να έχουµε το µέγιστο κέρδος

και ποιό θα είναι αυτό;
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

22. Eστω η συνάρτηση f µε τύπο: f(x) = αx2 + βx +3, α, β∈R

α. Να βρεθούν τα α,β ώστε η εφαπτόµενη στο σηµείο Α(2,3) να σχηµατί-

ζει γωνία  45ο µε τον άξονα xx΄.

β. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτόµενης στο Α(2,3).
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Συναρτήσεις

23. α. Βρείτε ένα πολυώνυµο δευτέρου βαθµού τέτοιο ώστε: f(2) = 4, f΄(1) = 3

και f΄΄(1) = 2.

β.Έστω οι συναρτήσεις f, g µε g(x) = (x3 + 1) f(x) + 2x. Αν f΄(0) = 4 να

βρείτε την g΄(0).
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

Ελέγχουµε τη

γνώση µας

Θέµα 1ο

Α. Να βρεθεί το πεδίο ορισµού της συνάρτησης f µε τύπο: 
2

2

2x - 2
f(x) =

(x - 1)(x + 1)

Β. Να βρεθεί το α∈∈∈∈∈R ώστε η συνάρτηση µε τύπο: 


≠




2

2

x - x - 20
, x ±4

f(x) = x - 16
5α - 2, x = 4

να είναι συνεχής στο σηµείο x0 = 4. Είναι η f συνεχής για x ≠≠≠≠≠ 4;
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Συναρτήσεις

Θέµα 2ο

Α. Να υπολογιστούν οι παράγωγοι των παρακάτω συναρτήσεων:

α. f(x) = 2ηµx + lnx β. x

συνx
g(x) =

e + 1
γ. h(x) = lnx(x4 + x) δ. s(x) = ηµ(x2 + ex)

Β. Έστω η συνάρτηση f µε τύπο 
2

x
f(x) =

x + 1
. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπ-

τόµενης στο σηµείο x0 = 4.

Θέµα 3ο

Α. Έστω η συνάρτηση f µε τύπο f(x) = x3 + αx2 + βx. Να βρείτε τα α,β∈∈∈∈∈R

ώστε η f να έχει µέγιστο στο x0 = 2 και f΄΄(1) = 0.
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Μαθηµατικά Γ΄ Λυκείου - Γενικής Παιδείας

Β.  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f µε τύπο f(x) = 4x3 + x2 + 5x - 10 δεν έχει

ακρότατα και να βρείτε τη µονοτονία της.

Θέµα 4ο

Α. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε τύπο f(x) = x2 + λx + 2, λ∈∈∈∈∈R.

α. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτόµενης της γραφικής παράστασης της f

στο σηµείο Α(1,f(1)).

β. Να βρεθεί η τιµή του λ∈∈∈∈∈R ώστε η παραπάνω εφαπτόµενη να διέρχεται

από το σηµείο Β(2,-4).

γ. Να δείξετε ότι για κάθε λ∈∈∈∈∈R η εφαπτόµενη διέρχεται από σταθερό σηµείο.
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Συναρτήσεις

Β. Να βρεθούν τα διαστήµατα µονοτονίας της συνάρτησης f µε τύπο:

 
 
 

2x 6
f(x) = ln +

x + 1 x + 1

ΚΥΠΡΙΑΝΟΣ ΕΥΑΓΓΕΛΟΣ


