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Ο µαθητής που έχει µελετήσει το κεφάλαιο 6 θα πρέπει να

είναι σε θέση:

� Να γνωρίζει και να εφαρµόζει τη σχέση µεταξύ µιας εγγεγραµµέ-
νης γωνίας και της αντίστοιχης επίκεντρης καθώς και τις προτά-

σεις που προκύπτουν.

� Να γνωρίζει και να εφαρµόζει τη σχέση µεταξύ µιας γωνίας και της
γωνίας που σχηµατίζεται από µια χορδή και την εφαπτόµενη στο

άκρο της.

� Να γνωρίζει και να εφαρµόζει τους τύπους που µας δίνουν το µέ-
τρο της γωνίας που σχηµατίζεται από δύο τέµνουσες του κύκλου

(είτε τεµνόνται εντός είτε εκτός του κύκλου).

� Να γνωρίζει τις ιδιότητες των εγγράψιµων τετραπλεύρων καθώς
και τα κριτήρια που εξασφαλίζουν ότι ένα τετράπλευρο είναι εγ-

γράψιµο.

� Οµοίως για τα περιγράψιµα τετράπλευρα.
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Εγγεγραµµένη γωνία

Ορισµός

Μια γωνία λέγεται εγγεγραµµένη σε κύκλο, όταν η κορυφή της είναι ση-

µείο του κύκλου και οι πλευρές της τέµνουν τον κύκλο.

Μια γωνία, της οποίας η κο-

ρυφή είναι το κέντρο του κύ-

κλου και οι πλευρές της τέ-

µνουν τον κύκλο λέγεται επί-

κεντρη.

Σε κάθε επίκεντρη γωνία

αντιστοιχίζουµε ένα από τα

δύο τόξα (βλ. σχήµα) του

κύκλου µε άκρα Κ και Λ το

οποίο ονοµάζουµε αντίστοιχο τόξο της επίκεντρης γωνίας. Λέµε τότε ότι η

γωνία βαίνει στο τόξο �ΚΛ .

Αν δεν αναφέρεται κάτι άλλο θα θεωρούµε στα επόµενα ότι οι γωνίες βαί-

νουν στο έλλασον τόξο (κυρτές γωνίες).  Tο µέτρο της επίκεντρης γωνίας

είναι ίσο µε το µέτρο του τόξου στο οποίο βαίνει.

Θεώρηµα

Κάθε εγγεγραµµένη γωνία είναι ίση µε το µισό

της αντίστοιχης επίκεντρης (δηλαδή της επί-

κεντρης που βαίνει στο ίδιο τόξο π.χ. στο διπλα-

νό σχήµα είναι ω = 2φ.

Σε κάθε τόξο µπορεί να βαίνει µια µόνο επίκε-

ντρη γωνία, όµως σε αυτό µπορούν να βαίνουν

άπειρες εγγεγραµµένες.

Πορίσµατα

α. Το µέτρο µιας εγγεγραµµένης γωνίας είναι ίσο µε το µισό του αντίστοι-

χου τόξου.

β. Εγγεγραµµένες γωνίες που βαίνουν στο ίδιο τόξο είναι ίσες.

γ. Εγγεγραµµένες γωνίες που βαίνουν σε ίσα τόξα, ίσων κύκλων είναι ίσες.

δ. Εγγεγραµµένες γωνίες που βαίνουν σε ηµικύκλιο είναι ορθές.
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Γωνία δύο τεµνουσών

Γωνία χορδής και εφαπτοµένης

Σε κύκλο (Ο,R) παίρνουµε χορδή ΑΒ και την ε-

φαπτοµένη στο σηµείο Α, την x΄Αx. Κάθε µία από

τις γωνίες ΒΑx και ΒΑx΄ λέγεται γωνία χορδής

και εφαπτοµένης.

Η οξεία γωνία ΒΑx λέγεται γωνία της χορδής ΑΒ

και του κύκλου (Ο,R) .

Το τόξο ΑΒ που περιέχεται µεταξύ των πλευρών

της γωνίας χορδής και εφαπτοµένης λέγεται α-

ντίστοιχο τόξο της γωνίας αυτής.

Η γωνία χορδής και εφαπτοµένης είναι ίση µε κάθε εγγεγραµµένη γωνία

που βαίνει στο αντίστοιχο τόξο της χορδής.

Βασικός Γεωµετρικός Τόπος

Ολές οι εγγεγραµµένες γωνίες στο ίδιο τόξο είναι

ίσες. Οι κορυφές των γωνιών αυτών “βλέπουν τη

χορδή του τόξου µε ίσες γωνίες”.  Λέµε λοιπόν ότι:

Ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επι-

πέδου από τα οποία ένα τµήµα ΑΒ φαίνεται

υπό γωνία φ̂  είναι δύο τόξα κύκλων συµµε-

τρικά ως προς την ΑΒ. Από τα τόξα εξαιρού-

νται τα σηµεία Α και Β.

A

Â

Ã

Ä

y

A

Â

Ã

Ä

x

2

ÃÄ-BA
x

�

�
�

2

ÃÄBA
y

��
� �

A

Â

Ã

xx´

O

R

A Â

ö

ö



108. Τύποι - Βασικές έννοιες

Πόρισµα

Ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου

από τα οποία ένα τµήµα φαίνεται υπό ορθή γω-

νία είναι κύκλος διαµέτρου ΑΒ. Εξαιρούνται τα

άκρα Α και Β του τµήµατος.

Το εγγεγραµµένο τετράπλευρο

Ένα τετράπλευρο λέγεται εγγεγραµµένο σε κύκλο αν οι κορυφές του είναι

σηµεία του κύκλου. Ένα τετράπλευρο λέγεται εγγράψιµο σε κύκλο, αν υ-

πάρχει κύκλος, που διέρχεται από τις κορυφές του.

Θεώρηµα

Ένα τετράπλευρο που είναι εγγεγραµµένο σε

κύκλο έχει τις εξής ιδιότητες:

α. Οι απέναντι γωνίες του είναι παραπληρω-

µατικές ( )ˆ ˆˆ ˆο οΑ + Γ = 180 και Β + ∆ = 180

β. Κάθε πλευρά του φαίνεται από τις απένα-

ντι κορυφές µε ίσες γωνίες, π.χ. ( )ˆ ˆ
1 1Α = Β

γ. Κάθε εξωτερική γωνία ενός εγγεγραµµένου

τετραπλεύρου είναι ίση µε την απέναντι

εσωτερική του γωνία.

Θεώρηµα (Κριτήριο)

Ένα τετράπλευρο είναι εγγράψιµο σε κύκλο αν έχει µία από τις παρακάτω

ιδιότητες:

α. ∆ύο απέναντι γωνίες του είναι παραπληρωµατικές.

β. Μια πλευρά του “φαίνεται” από τις απέναντι κορυφές µε ίσες γωνίες.

γ. Μια εξωτερική του γωνία είναι ίση µε την απέναντι εσωτερική

του γωνία.

Ένα τετράπλευρο λέγεται περιγεγραµµένο σε κύκλο, αν όλες οι πλευρές

του εφάπτονται στον κύκλο.
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A B
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Σε κάθε περιγγεγραµµένο τετράπλευρο ισχύουν οι

ιδιότητες:

α. Οι διχοτόµοι των γωνιών του διέρχονται από

το ίδιο σηµείο.

β. Τα αθροίσµατα των απέναντι πλευρών του εί-

ναι ίσα.

Ένα τετράπλευρο λέγεται περιγράψιµο σε κύκλο, αν υπάρχει κύκλος που

εφάπτεται στις πλευρές του.

Θεώρηµα (Κριτήριο)

Ένα τετράπλευρο είναι περιγράψιµο σε κύκλο αν:

α. Οι διχοτόµοι τριών τουλάχιστον γωνιών του διέρχονται από το

ίδιο σηµείο.

β. Τα αθροίσµατα των απέναντι πλευρών του είναι ίσα.
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112. Επαναλαµβάνουµε τις ασκήσεις “κλειδιά”Βήµα 2ο

Α.  Από το σχολικό βιβλίο

ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ έκδοση 2003.

σ. 129: Ασκήσεις Εµπέδωσης 1, 2, 3, 4, 5

Αποδεικτικές Ασκήσεις 1, 2, 3

Σύνθετα Θέµατα 1

σ. 134: Ερωτήσεις Κατανόησης 4, 5, 6

Ασκήσεις Εµπέδωσης 2, 3

Αποδεικτικές Ασκήσεις 1, 3
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113.Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις Βήµα 3ο

1. Αν η διχοτόµος της γωνίας Α̂ , τριγώνου ΑΒΓ, τέµνει τον περιγεγραµµένο

του κύκλου στο Μ και η διχοτόµος της γωνίας Β̂  τέµνει την ΑΜ στο ∆,

να δείξετε ότι το τρίγωνο ΜΒ∆ είναι ισοσκελές.

Λύση:

Επειδή η ΑΜ είναι διχοτόµος της Α̂ , θα ισχύει:

1 2

Α̂ˆ ˆΑ Α
2

= = . Επίσης και 1 2

Β̂ˆ ˆΒ Β
2

= = , αφού η Β∆

είναι διχοτόµος της Β̂ . Στο ˆΒ∆Μ  έχουµε:

• ˆ ˆΜ Γ=  ως εγγεγραµµένες γωνίες που βαίνουν στο

τόξο �AB .

• 2
ˆˆΜΒΓ Α=  ως εγγεγραµµένες γωνίες που βαίνουν στο τόξο �ΜΓ .

Οπότε: 
ο

ο

2 2 2

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆΒ Α Α Β 180 Γ Γˆˆ ˆ ˆ ˆ∆ΒΜ Β ΜΒΓ Β Α 90
2 2 2 2 2

+ −= + = + = + = = = −

• 
ο ο ο ο ο ο

ˆ ˆ ˆΓ Γ Γˆ ˆ ˆ ˆ ˆΒ∆Μ 180 ∆ΒΜ Μ 180 90 Γ 180 90 Γ 90
2 2 2

 
= − − = − − − = − + − = −  

Άρα ο
Γ̂ˆˆ∆ΒΜ Β∆Μ 90
2

= = − , οπότε το ΜΒ∆

∆
 είναι ισοσκελές µε κορυφή το Μ.

2. Από σηµείο Μ εκτός κύκλου (Ο, R) φέρουµε τα εφαπτόµενα τµήµατα

ΜΑ και ΜΒ στον κύκλο. Προεκτείνουµε την ΑΜ και στην προέκταση

παίρνουµε τµήµα ΜΓ = ΜΑ. Αν ∆ είναι το αντιδιαµετρικό σηµείο του

Α, να δείξετε ότι τα σηµεία ∆, Β, Γ είναι συνευθειακά.

Λύση:

Ισχύει: ΜΑ = ΜΒ   (1) ως εφαπτοµένα τµήµατα προς κύκλο από σηµείο

αυτού.
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Επίσης η ΟΜ διχοτοµεί τις γωνίες ˆΑΜΒ  και

ˆΑΟΒ , οπότε: 1 2
ˆ ˆΟ Ο=  και 1 2

ˆ ˆΜ Μ= .

Όµως 
(1)

ΜΓ ΜΑ ΜΓ ΜΒ= ⇒ = . Άρα το τρίγωνο

ΜΒΓ είναι ισοσκελές, οπότε 1
ˆ ˆΒ Γ=  ως προσκεί-

µενες γωνίες στην βάση του ΒΓ. Η ˆΑΜΒ  είναι εξωτερική γωνία του ΜΒΓ

∆
,

οπότε: 1 1 2 1 1 2 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΑΜΒ Β Γ Μ Μ Β Γ Μ Μ 2·Β= + ⇔ + = + ⇔ + = ⇔

2 1 2 1
ˆ ˆ ˆ ˆ2·Μ 2·Β Μ Β⇔ = ⇔ = . Άρα ΒΓ//ΟΜ (2) διότι τεµνόµενες από την ΒΜ

σχηµατίζουν τις εντός εναλλάξ γωνίες τους ίσες. Επειδή Ο∆ = ΟΒ = R το τρί-

γωνο Ο∆Β είναι ισοσκελές. Άρα 2
ˆ ˆ∆ Β= . Όµως 

1ˆ ˆ∆ ΑΟΒ
2

= , αφού µια εγγε-

γραµµένη γωνία είναι ίση µε το µισό της επίκεντρης γωνίας που βαίνει στο ίδιο

τόξο µε αυτήν. Άρα 2 2 2
ˆ ˆ ˆˆ∆ Ο Β Ο= ⇔ =  οπότε Β∆//ΟΜ   (3) διότι τεµνόµενες

από την ΟΒ σχηµατίζουν τις εντός εναλλάξ γωνίες τους ίσες. Άρα από τις (2)

και (3) και λόγω του αιτήµατος του Ευκλείδη, συµπεραίνουµε ότι οι ευθείες Β∆

και ΒΓ ταυτίζονται. Εποµένως τα σηµεία ∆, Β, Γ είναι συνευθειακά.

3. Σε οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, θεωρούµε τα ύψη του Α∆ και ΒΕ και έστω

Η το ορθόκεντρό του. Στο ΕΓ παίρνουµε τµήµα ΕΖ = ΑΕ. Να δείξετε

ότι το τετράπλευρο ΒΗΖΓ είναι εγγράψιµο σε κύκλο.

Λύση:

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ( )ˆΑ∆Γ ∆ 1=
�

 έχουµε:

ο ο

1 1
ˆ ˆˆ ˆΑ Γ 90 Α 90 Γ+ = ⇔ = −     (1)

Οµοίως από το ορθογώνιο τρίγωνο ( )ˆΒΕΓ Ε 1

∆
=  έ-

χουµε:    ο

1
ˆ ˆΒ 90 Γ= −    (2)

Το ΑHΖ

�

 είναι ισοσκελές, αφού το ΗΕ είναι ύψος

και διάµεσος, άρα 
(1) (2)

ο

1 1 1 1 1
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆΖ Α Ζ 90 Γ Ζ Β= ⇔ = − ⇔ = .

Άρα το τετράπλευρο ΒΗΖΓ είναι εγγράψιµο αφού µια εξωτερική του γωνία

είναι ίση µε την απέναντι εσωτερική γωνία.
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4. Σε τρίγωνο ΑΒΓ φέρουµε το ύψος του Α∆. Από τυχαίο σηµείο Μ του

Α∆ φέρουµε τις αποστάσεις του ΜΕ και ΜΖ από τις ΑΒ και ΑΓ αντί-

στοιχα. Να δείξετε ότι το ΒΕΖΓ είναι εγγράψιµο.

Λύση:

Το τετράπλευρο ΕΜ∆Β είναι εγγράψιµο, αφού

ο ο οˆˆΒΕΜ Β∆Μ 90 90 180+ = + = .

Άρα οˆ ˆΒ ΕΜ∆ 180+ =    (1)

Οµοίως και το τετράπλευρο ΑΕΜΖ είναι εγγράψιµο

( )ο ο οˆ ˆΑΕΜ ΑΖΜ 90 90 180+ = + = , οπότε η πλευρά

του ΕΜ φαίνεται από τις κορυφές Α και Ζ υπό ίσες

γωνίες. Άρα ˆ ˆΕΑΜ ΕΖΜ=    (2).

Στο τρίγωνο ΑΕΜ η ˆΕΜ∆  είναι εξωτερική, οπότε:

οˆ ˆˆ ˆ ˆΕΜ∆ ΕΑΜ ΑΕΜ ΕΜ∆ ΕΑΜ 90= + ⇔ = +    (3)

Στο τετράπλευρο ΒΕΖΓ έχουµε:

( ) ( )(2) (3) (1)
ο οˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΒ ΕΖΓ Β ΕΖΜ ΜΖΓ Β ΕΑΜ 90 Β ΕΜ∆ 180+ = + + = + + = + =

Άρα το ΒΕΖΓ είναι εγγράψιµο, αφού δύο απέναντι γωνίες του είναι παραπλη-

ρωµατικές.

5. ∆ύο κύκλοι (Κ, R) και (Λ, ρ) µε R > ρ εφάπτονται εξωτερικά στο σηµείο

Α. Από το σηµείο ∆ του κύκλου (Λ,ρ) φέρουµε ευθεία που εφάπτεται

στον κύκλο (Λ, ρ) και τέµνει τον κύκλο (Κ, ρ) στα σηµεία Β, Γ. Να δεί-

ξετε ότι η Α∆ είναι εξωτερική διχοτόµος της γωνίας Α̂  του τριγώνου

ΑΒΓ.

Λύση:

Αρκεί να δείξουµε ότι: ˆ ˆΒΑ∆ ΛΑ∆=

Στο τρίγωνο ΑΓ∆ η ˆΛΑ∆  είναι εξωτερική του γω-

νία, οπότε: ˆ ˆˆΛΑ∆ ΑΓΒ Α∆Ε= +  (1)

Φέρουµε την κοινή εσωτερική εφαπτοµένη των δύο

κύκλων, η οποία τέµνει της Γ∆ στο Ε. Τότε ΕΑ = Ε∆

σαν εφαπτόµενα τµήµατα από το Ε προς τον κύκλο

(Λ, ρ). Άρα ˆ ˆΑ∆Ε ∆ΑΕ=  (2) σαν προσκείµενες γω-

νίες στη βάση ισοσκελούς  τριγώνου.

Επίσης ˆ ˆΕΑΒ ΑΓΒ=  (3) διότι η γωνία από χορδή και εφπτοµένη είναι ίση µε

την εγγεγραµµένη που βαίνει στο αντίστοιχο τόξο της.
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Η 

(2)

(3)

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(1) ΛΑ∆ ΕΑΒ ∆ΑΕ ΛΑ∆ ΒΑ∆⇒ = + ⇔ =  ο.ε.δ.

6. Σε ηµικύκλιο διαµέτρου ΑΒ, θεωρούµε το µέσο του Μ. Έστω Λ τυχαίο

σηµείο του τόξου �AB . Φέρουµε την ευθεία ⊥ΜΚ ΑΛ . Να δείξετε ότι:

ΜΚ = ΚΛ

Λύση:

Φέρουµε τα τµήµατα ΛΜ, ΑΜ, ΟΛ, όπου Ο το κέ-

ντρο του ηµικύκλιου. Τότε ΟΜ ΑΒ⊥ , αφού για την

επίκεντρη γωνία ˆΒΟΜ  ισχύει οˆΒΟΜ 90=  διότι βαί-

νει στο τόξο �
� ο

ο
AB 180

ΒΜ 90
2 2

= = =

Στο τρίγωνο ΑΛΜ η ˆΚΛΜ  είναι εξωτερική, οπό-

τε: ˆ ˆ ˆΚΛΜ ΛΑΜ ΑΜΛ= +    (1)

Όµως κάθε εγγεγραµµένη γωνία είναι, κατά µέτρο, ίση µε το µισό της επίκε-

ντρης γωνίας που βαίνει στο ίδιο τόξο µε αυτήν.

Άρα: • 1

1ˆ ˆΛΑΜ Ο
2

= • 2

1 ˆˆΑΜΛ Ο
2

=

Η ( )(2)

1 2 1 2
(3)

1 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(1) ΚΛΜ Ο Ο ΚΛΜ Ο Ο ΚΛΜ ΑΟΜ
2 2 2 2

⇒ = + ⇔ = + ⇔ = ⇔

ο ο
1ˆ ˆΚΛΜ ·90 ΚΛΜ 45
2

⇔ = ⇔ =

Το τρίγωνο ΚΛΜ είναι ορθογώνιο στο Κ και οˆΚΛΜ 45= , οπότε και

ο ο οˆΚΜΛ 90 45 45= − = . Άρα το τρίγωνο ΚΛΜ είναι και ισοσκελές, οπότε ΛΚ = ΜΚ.

7. Αν η διχοτόµος της γωνίας Α̂  τριγώνου ΑΒΓ τέµνει τον περιγεγγραµµένο

κύκλο του τριγώνου σε σηµείο ∆, να δείξετε ότι:

α. Το τρίγωνο ΙΒ∆ είναι ισοσκελές, όπου Ι είναι το εγκεντρο του τριγώνου

ΑΒΓ.

β. Το σηµείο ∆ είναι περίκεντο του τριγώνου ΙΒΓ.

Λύση:

α. Φέρουµε τις διχοτόµους των γωνιών Α̂  και Β̂  του τριγώνου ΑΒΓ, οι οποίες

M

K

Ë

A O

1
2

B
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τέµνονται στο έγκεντρο Ι. Τότε: 1 2

Α̂ˆ ˆΑ Α
2

= =  και

1 2

Β̂ˆ ˆΒ Β
2

= = . Στο τρίγωνο ΙΒ∆ έχουµε:

• η γωνία του ˆΒΙ∆  είναι εξωτερική γωνία του τρι-

γώνου ΑΒΙ, οπότε:

1 1

ˆ ˆˆ ˆΒ Α Α Βˆˆ ˆΒΙ∆ Β Α
2 2 2

+= + = + =

• 2 3 2 2

ˆ ˆˆ ˆΒ Α Α Βˆˆ ˆ ˆ ˆΙΒ∆ Β Β Β Α
2 2 2

+= + = + = + = , αφού 3 2
ˆΒ̂ Α=  σαν εγγεγραµµέ-

νες γωνίες που βαίνουν στο ίδιο τόξο �Γ∆ . Άρα ˆ ˆΒΙ∆ ΙΒ∆=  οπότε το τρίγω-

νο ΙΒ∆ είναι ισοσκελές µε κορυφή το ∆, οπότε: ∆Β = ∆Ι   (1)

β. Επειδή οι εγγεγραµµένες γωνίες 1 2
ˆ ˆΑ , Α  είναι ίσες, θα είναι ίσες και οι αντί-

στοιχες χορδές τους, δηλαδή ∆Β = ∆Γ   (2)

Από (1) και (2) έχουµε: ∆Β = ∆Ι = ∆Γ, δηλαδή το ∆ ισαπέχει από τις κορυφές

του τριγώνου ΙΒΓ, άρα είναι το περίκεντρο του.

8. Έστω σηµείο ∆ το οποίο δεν ανήκει στο εσωτερικό τριγώνου ΑΒΓ. Αν

οι προβολές του ∆ στις πλευρές του τριγώνου ΑΒΓ είναι συνευθειακά

σηµεία, να δείξετε ότι το ∆ ανήκει στον περιγεγραµµένο κύκλο του

τριγώνου ΑΒΓ.

Λύση:

Έστω ∆Κ ΒΓ, ∆Λ ΑΓ, ∆Μ ΑΒ⊥ ⊥ ⊥ , µε τα σηµεία

Κ, Λ, Μ να ανήκουν στην ίδια ευθεία. Για να δείξουµε

ότι το ∆ ανήκει στον περιγεγραµµένο κύκλο του

τριγώνου ΑΒΓ αρκεί να δείξουµε ότι το ΑΒΓ∆ είναι

εγγράψιµο. Το τετράπλευρο ΚΛ∆Γ είναι εγγράψιµο,

αφού οˆˆΓΚ∆ ΓΛ∆ 90= = , δηλαδή η πλευρά του Γ∆

φαίνεται από τις απέναντι κορυφές του Κ, Λ υπό ίσες

γωνίες. Άρα ˆˆΒΓ∆ ∆ΛΜ=    (1), διότι σε εγγράψιµο

τετράπλευρο µια εξωτερική του γωνία είναι ίση µε την απέναντι εσωτερική. Επίσης

το τετράπλευρο ΑΜ∆Λ είναι εγγράψιµο, αφού δύο απέναντι γωνίες του είναι

παραπληρωµατικές ( )ο ο οˆ ˆΑΛ∆ ΑΜ∆ 90 90 180+ = + = . Άρα ˆ ˆ∆ΛΜ ∆ΑΜ=    (2),

αφού σε ένα εγγράψιµο τετράπλευρο κάθε πλευρά του φαίνεται από τις απέναντι
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κορυφές υπό ίσες γωνίες.

Από (1) και (2) προκύπτει ότι ˆˆΒΓ∆ ∆ΑΜ= . Συνεπώς στο τετράπλευρο ΑΒΓ∆,

µια εξωτερική του γωνία είναι ίση µε την απέναντι εσωτερική. Άρα το ΑΒΓ∆

είναι εγγράψιµο.

9. Σε τρίγωνο ΑΒΓ θεωρούµε τα ύψη του Β∆ και ΓΕ. Αν Η το ορθόκε-

ντρο του τριγώνου ΑΒΓ, Μ το µέσο της πλευράς ΑΒ και Ν το µέσο

του ΗΒ, να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ∆ΜΕΝ είναι εγγράψιµο.

Λύση:

Στο ορθογώνιο τρίγωνο A B∆

�

 η Μ∆ είναι η διάµε-

σος του που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα του ΑΒ.

Άρα 
ΑΒ

∆Μ ΑΜ
2

= = . Συνεπώς το τρίγωνο Α∆Μ

είναι ισοσκελές µε κορυφή το Μ, οπότε 1
ˆ ˆ∆ Α=    (1)

ως προσκείµενες γωνίες στην βάση του Α∆. Τότε

για την εξωτερική γωνία 
1Μ̂  του τριγώνου Α∆Μ

έχουµε: 
(1)

1 1 1
ˆ ˆ ˆˆ ˆΜ Α ∆ Μ 2Α= + ⇔ =    (2).

Το τετράπλευρο Α∆ΗΕ έχει ο ο οˆ ˆΑ∆Η ΑΕΗ 90 90 180+ = + = , δηλαδή δύο απένα-

ντι γωνίες του είναι παραπληρωµατικές, οπότε είναι εγγράψιµο. Συνεπώς θα

ισχύει ότι 1
ˆΗ̂ Α=    (3), αφού κάθε εξωτερική γωνία εγγράψιµου τετραπλευρού

είναι ίση µε την απέναντι εσωτερική.

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΕΗ η ΕΝ είναι διάµεσος που αντιστοιχεί στην υποτεί-

νουσα ΒΗ. Άρα 
ΒΗ

ΕΝ ΝΗ
2

= = . ∆ηλαδή το τρίγωνο ΕΝΗ είναι ισοσκελές µε

κορυφή Ν. Άρα 1 1
ˆ ˆΗ Ε=    (4) ως προσκείµενες γωνίες στη βάση του. Οπότε για

την εξωτερική του γωνία 
1Ν̂  έχουµε:

(1) (3)

1 1 1 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΝ Ε Η Ν 2Η Ν Μ= + ⇔ = ⇔ = . Άρα το τετράπλευρο ∆ΜΕΝ είναι εγγρά-

ψιµο, αφού µια εξωτερική γωνία του είναι ίση µε την απέναντι εσωτερική.
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119.Λύνουµε µόνοι µας Βήµα 4ο

1. Σε καθένα από τα παρακάτω σχήµατα να βρείτε τα x και y (όπου x, y

γωνίες ή τόξα ανάλογα).
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B Ã
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120. Λύνουµε µόνοι µαςΒήµα 4ο

2. Στην προέκταση της ακτίνας ΟΑ κύκλου (Ο, ρ), παίρνουµε τµήµα

ΑΒ = ΟΑ και φέρνουµε τη ΒΓ κάθετη σε τυχαία εφαπτοµένη ε του

κύκλου. Να δειχθεί ότι:  � �OAΓ 3ΑΓΒ=
............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

3. ∆ύο κύκλοι (Κ, ρ) και (Λ, ρ) εφάπτονται εξωτερικά στο Α. Φέρνουµε

µια χορδή ΑΒ του κύκλου (Κ, ρ) και τη χορδή ⊥ΑΓ ΑΒ  του κύκλου

(Λ, ρ). Να δειχθεί ότι ΒΓ//=ΚΛ.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

4. Σε κύκλο κέντρου Ο θεωρούµε τη διάµετρο ΑΒ, τη χορδή ΑΓ και τη

διχοτόµο της γωνίας ΒΑΓ, που τέµνει τον κύκλο στο σηµείο Μ και

την ΒΓ στο ∆. Αν η ΑΜ τέµνει στο σηµείο Ζ την εφαπτοµένη του

κύκλου στο Β, να δειχθεί ότι: ∆Μ = ΜΖ.
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............................................................................................................................
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............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

5. ∆ίνεται το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ, ο περιγγεγραµµένος κύκλος του (Κ, R)

και τυχαίο σηµείο Μ του τόξου ΒΓ. Να δείχθεί ότι: ΜΑ = ΜΒ + ΜΓ.

(Υπόδειξη: Παίρνουµε στη ΜΑ τµήµα Μ∆ = ΜΒ)

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

6. ∆ύο κύκλοι (Κ, R), (Λ, ρ) τέµνονται στα σηµεία Α και Β. Μία κοινή

εφαπτοµένη τους εφάπτεται των κύκλων στα Γ και ∆ αντίστοιχα. Να

δειχθεί ότι: ˆ ˆ ο

ΓΑ∆ + ΓΒ∆ = 180 .
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7. Οι κορυφές τριγώνου ΑΒΓ είναι σηµεία του κύκλου (Ο, R). Η εφαπτο-

µένη στο σηµείο Α τέµνει την ΒΓ στο Ε. Φέρνουµε τη διχοτόµο Α∆

του τριγώνου ΑΒΓ. Να δειχθεί ότι το τρίγωνο Α∆Ε είναι ισοσκελές.
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............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

8. Στον κύκλο (Ο, ρ) η ΑΒ είναι η διάµετρος και η Γ∆ είναι η χορδή. Να

αποδειχθεί ότι η χορδές ΑΓ και ∆Β έχουν ίσες προβολές στην ευθεία Γ∆.
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9. Στον κύκλο (Ο, ρ) παίρνουµε τις χορδές ΑΒ = ΑΓ και φέρνουµε από το Α

ευθεία, που τέµνει τον κύκλο στο Ε και τη ΒΓ στο ∆. Να δειχθεί ότι η

ΑΒ είναι εφαπτοµένη του κύκλου, που περνάει από τα σηµεία Β, ∆, Ε.
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............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

10. ∆ύο κύκλοι µε κέντρα Κ και Λ τέµνονται στα σηµεία Α και Β. Φέρ-

νουµε τις διαµέτρους ΑΚΓ και ΑΛ∆ και τις χορδές ΓΖ//∆Ε. Να δειχ-

θεί ότι τα σηµεία Ζ, Α, Ε είναι συνευθειακά.
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11. ∆ίνεται χορδή ΒΓ, κύκλου (Ο, ρ) και οι εφαπτόµενες ε
1
 και ε

2
 στα

άκρα της. Από σηµείο Μ της ΒΓ, φέρνουµε κάθετη στην ΟΜ, που

τέµνει τις ε
1
 και ε

2
 στα σηµεία Ε και Ζ. Να δειχθεί ότι ΕΜ = ΜΖ.

............................................................................................................................

............................................................................................................................
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............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

12. Σε γωνία ˆxOψ  παίρνουµε τη διχοτόµο Ο∆ και το εσωτερικό της ση-

µείο Ρ της ˆ∆Oψ . Αν Α, Β, Γ είναι οι προβολές του Ρ στις ηµιευθείες

Ο∆, Οx, Οψ να δειχθεί ότι:

α. Τα σηµεία Ο, Β, Α, Ρ, Γ είναι οµοκυκλικά

β. ΑΒ = ΑΓ
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............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

13. Οι πλευρές ΑΒ και Γ∆ εγγεγραµµένου τετραπλεύρου ΑΒΓ∆ τέµνονται

στο Ε και οι πλευρές Α∆ και ΒΓ στο Ζ. Η διχοτόµος της γωνίας Ε

τέµνει τις ΒΓ, Α∆ στα σηµεία Κ, Μ και η διχοτόµος της Ζ̂  τέµνει τις

πλευρές Γ∆ και ΑΒ, στα Λ, Ρ. Να δείξετε ότι:

α. Οι διχοτόµοι των Ε και Ζ τέµνονται κάθετα

β. Το τετράπλευρο ΚΛΜΡ είναι ρόµβος
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ÂÞìá 1

ÂÞìá 2

ÂÞìá 3

ÂÞìá 4 ÅëÝã÷ïõìå ôç ãíþóç ìáò
ÂÞìá 5

Θέµα 1ο

Α. Να δείξετε ότι κάθε εγγεγραµµένη γωνία ισούται µε το µισό της επίκεντρης

γωνίας που βαίνει στο ίδιο τόξο.        (Μονάδες 12)

Β. Να δείξετε ότι η γωνία που σχηµατίζεται από µια χορδή κύκλου και την εφαπτοµένη

στο άκρο της χορδής ισούται µε την εγγεγραµµένη που βαίνει στο τόξο της χορδής.

(Μονάδες 13)

Θέµα 20

Α. Οι κορυφές τραπεζίου ΑΒΓ∆ (ΑΒ//∆Γ) είναι σηµεία του κύκλου (Κ, ρ). Να

δείξετε ότι, η γωνία των εφαπτόµενων του κύκλου αυτού, στα σηµεία Α και Γ,

είναι ίση µε τη γωνία των ευθειών Α∆ και ΒΓ.        (Μονάδες 16)

Β. Να δειχθεί ότι κάθε εγγεγραµµένο τραπέζιο είναι ισοσκελές.         (Μονάδες 9)

Θέµα 30

Α. ∆ύο κύκλοι, τέµνονται στα σηµεία Β και ∆. Ευθεία, που περνάει από το Β τέµνει

τους κύκλους στα σηµεία Α και Γ. Οι ευθείες Α∆ και Γ∆ τέµνουν αντίστοιχα τους

κύκλους στα Ε και Ζ και οι ευθείες ΑΖ, ΓΕ τέµνονται στο Η. Να δείξετε, ότι το

τετράπλευρο ∆ΕΗΖ είναι εγγράψιµο σε κύκλο.        (Μονάδες 13)

Β. Τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο (Κ, ρ). Φέρνουµε την εφαπτοµένη

Αx και ευθεία ε//Αx που τέµνει την ΑΓ στο ∆ και την ΑΒ στο Ε. Να δείξετε ότι

το ΒΓ∆Ε είναι εγγράψιµο.        (Μονάδες 12)

Θέµα 40

Α. ∆ύο κύκλοι τέµνονται στα σηµεία Α και Β. Από τα Α και Β, φέρνουµε ευθείες

που τέµνουν τον έναν κύκλο στα Γ και Γ΄ και τον άλλον στα ∆ και ∆΄. Να δειχθεί

ότι ΓΓ΄//∆∆΄.        (Μονάδες 13)

Β. Από ένα σηµείο Ι του ύψους Α∆ τριγώνου ΑΒΓ, φέρνουµε τα τµήµατα ΙΚ και ΙΛ

κάθετα στις πλευρές ΑΓ και ΑΒ αντίστοιχα. Να δείξετε ότι το τετράπλευρο ΒΓΚΛ

είναι εγγράψιµο σε κύκλο.        (Μονάδες 12)


