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Ðáñáëëçëüãñáììá - ÔñáðÝæéá

Ο µαθητής που έχει µελετήσει το κεφάλαιο 5 θα πρέπει να

είναι σε θέση:

� Να γνωρίζει τις ιδιότητες του παραλληλογράµµου, ορθογωνίου,
ρόµβου, τετραγώνου, τραπεζίου.

� Να γνωρίζει τα κριτήρια, τι πρέπει δηλαδή να ισχύει για να είναι ένα
τετράπλευρο κάποιο από τα προαναφερθέντα σχήµατα.

� Να γνωρίζει και να εφαρµόζει την ιδιότητα που έχει το ευθύγραµµο
τµήµα που ενώνει τα µέσα δύο πλευρών ενός τριγώνου.

� Να γνωρίζει τα σηµαντικά κέντρα ενός τριγώνου, το ορθόκεντρο,
το βαρύκεντρο και τις ιδιότητες του.

� Να γνωρίζει και να εφαρµόζει την ιδιότητα της διαµέσου ενός ορ-
θογώνιου τριγώνου και τις διάφορες προτάσεις που προκύπτουν

από αυτήν.



74. Τύποι - Βασικές έννοιες

Ορισµός.

Παραλληλόγραµµο λέγεται το τετράπλευρο που έχει τις απέναντι πλευ-

ρές του παράλληλες.

∆ηλαδή το τετράπλευρο ΑΒΓ∆ είναι παραλληλόγραµµο, όταν ΑΒ//Γ∆ και Α∆//ΒΓ.

• Ιδιότητες παραλληλογράµµων

Σε κάθε παραλληλόγραµµο ισχύουν οι παρακάτω

ιδιότητες:

i. Οι απέναντι πλευρές του είναι ίσες.

ii. Οι απέναντι γωνίες του είναι ίσες.

iii. Οι διαγώνιοί του διχοτοµούνται.

Το σηµείο τοµής των διαγωνίων παραλληλογράµ-

µου είναι κέντρο συµµετρίας του.

Για το λόγο αυτό λέγεται κέντρο του παραλληλο-

γράµµου.

Πόρισµα

Παράλληλα τµήµατα που έχουν τα άκρα τους σε

δύο παράλληλες ευθείες είναι ίσα.

Αν τα τµήµατα είναι κάθετα στις παράλληλες,

το κοινό µήκος τους λέγεται απόσταση των πα-

ραλλήλων. Κάθε ευθύγραµµο τµήµα που έχει

τα άκρα του στις ευθείες των απέναντι πλευ-

ρών παραλληλογράµµου και είναι κάθετο σε

αυτές λέγεται ύψος του παραλληλογράµµου,

ενώ οι απέναντι πλευρές του λέγονται βάσεις

ως προς αυτό το ύψος.

• Κριτήρια για παραλληλόγραµµα

Ένα τετράπλευρο είναι παραλληλόγραµµο αν ισ-

χύει µια από τις παρακάτω προτάσεις:

i. Οι απέναντι πλευρές ανά δύο είναι ίσες.

ii. ∆ύο απέναντι πλευρές του είναι ίσες και

παράλληλες.

iii. Οι απέναντι γωνίες ανά δύο είναι ίσες.

iv. Οι διαγώνιοί του διχοτοµούνται.
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75.Τύποι - Βασικές έννοιες

Ορθογώνιο.

Ορισµός.

Ορθογώνιο λέγεται το παραλληλόγραµµο που έχει

µια γωνία ορθή.

Επειδή στο παραλληλόγραµµο οι απέναντι γωνίες

του είναι ίσες, ενώ δύο διαδοχικές γωνίες του είναι

παραπληρωµατικές (ως εντός και επί τα αυτά µέρη),

προκύπτει ότι όλες οι γωνίες του ορθογωνίου είναι

ορθές.

• Ιδιότητες ορθογωνίου

Οι διαγώνιοι του ορθογωνίου είναι ίσες.

• Κριτήρια για να είναι ένα τετράπλευρο ορθογώνιο

Ένα τετράπλευρο είναι ορθογώνιο, αν ισχύει µια από τις παρακάτω προτάσεις:

i. Είναι παραλληλόγραµµο και έχει µία ορθή γωνία.

ii. Είναι παραλληλόγραµµο και οι διαγώνιοί του είναι ίσες.

iii. Έχει τρεις γωνίες ορθές.

iv. Όλες οι γωνίες του είναι ίσες.

Ρόµβος.

Ορισµός.

Ρόµβος λέγεται το παραλληλόγραµµο που έχει δύο

διαδοχικές πλευρές ίσες.

Επειδή στο παραλληλόγραµµο οι απέναντι πλευρές

του είναι ίσες προκύπτει ότι όλες οι πλευρές του ρόµ-

βου είναι ίσες.

• Ιδιότητες του ρόµβου.

i. Οι διαγώνιοι του ρόµβου τέµνονται κάθετα.

ii. Οι διαγώνιοι του ρόµβου διχοτοµούν τις γωνίες του.

• Κριτήρια για να είναι ένα τετράπλευρο ρόµβος.

Ένα τετράπλευρο είναι ρόµβος, αν ισχύει µια από τις παρακάτω προτάσεις:

i. Έχει όλες τις πλευρές του ίσες.

ii. Είναι παραλληλόγραµµο και δύο διαδοχικές πλευρές του είναι ίσες.
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76. Τύποι - Βασικές έννοιες

iii. Είναι παραλληλόγραµµο και οι διαγώνιοί του τέµνονται κάθετα.

iv. Είναι παραλληλόγραµµο και µία διαγώνιός του διχοτοµεί µία γωνία του.

• Οι διαγώνιοι του ρόµβου:

α. διχοτοµούνται β. τέµνονται κάθετα

γ. διχοτοµούν τις γωνίες δ. είναι άξονες συµετρίας

Τετράγωνο.

Ορισµός.

Τετράγωνο λέγεται το παραλληλόγραµµο που εί-

ναι ορθογώνιο και ρόµβος.

• Ιδιότητες του τετραγώνου.

Από τον ορισµό προκύπτει ότι το τετράγωνο έχει

όλες τις ιδιότητες του ορθογωνίου και όλες τις ιδιό-

τητες του ρόµβου. Εποµένως, σε κάθε τετράγωνο:

i. Οι απέναντι πλευρές του είναι παράλληλες.

ii. Όλες οι πλευρές του είναι ίσες.

iii. Όλες οι γωνίες του είναι ορθές.

iv. Οι διαγώνιοί του είναι ίσες, τέµνονται κάθετα, διχοτοµούνται και διχοτο-

µούν τις γωνίες του.

• Κριτήρια για να είναι ένα τετράπλευρο τετράγωνο.

Για να αποδείξουµε ότι ένα τετράπλευρο είναι τετράγωνο, αρκεί να αποδεί-

ξουµε ότι είναι ορθογώνιο και ρόµβος.

Αποδεικνύεται ότι ένα παραλληλόγραµµµο είναι τετράγωνο, αν ισχύει µία

από τις παρακάτω προτάσεις:

i. Mία γωνία του είναι ορθή και δύο διαδοχικές πλευρές του είναι ίσες.

ii. Μία γωνία του είναι ορθή και µία διαγώνιός του διχοτοµεί µία γωνία του.

iii. Μία γωνία του είναι ορθή και οι διαγώνιοί του κάθετες.

iv. Οι διαγώνιοί του είναι ίσες και δύο διαδοχικές πλευρές του είναι ίσες.

v. Οι διαγώνιοί του είναι ίσες και κάθετες.

Εφαρµογές στα τρίγωνα.

Θεώρηµα Ι Το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα µέσα των δύο πλευ-

ρών τριγώνου είναι παράλληλο προς την τρίτη πλευρά και

ίσο µε το µισό της.

Στο παρακάτω σχήµα αν ∆, Ε είναι µέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντίστοι-

χα, τότε 
ΒΓ

∆Ε //
2

=
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77.Τύποι - Βασικές έννοιες

Θεώρηµα ΙΙ Αν από το µέσο µιας πλευράς

ενός τριγώνου φέρουµε ευθεία

παράλληλη προς µια άλλη πλευ-

ρά του, τότε η ευθεία αυτή διέρ-

χεται από το µέσο της τρίτης

πλευράς του.

Θεώρηµα ΙΙΙ Αν τρεις (τουλάχιστον) παράλ-

ληλες ευθείες ορίζουν σε µια ευ-

θεία ίσα τµήµατα, θα ορίζουν ίσα

τµήµατα και σε κάθε άλλη ευθεία

που τις τέµνει.

Αν ΑΒ = ΒΓ τότε ∆Ε = ΕΖ

Μια ιδιότητα του ορθογωνίου τριγώνου

Θεώρηµα Ι Η διαµέσος ορθογωνίου τρι-

γώνου που φέρουµε από την

κορυφή της ορθής γωνίας εί-

ναι ίση µε το µισό της υπο-

τείνουσας.

Αν ΑΜ διάµεσος τότε 
ΒΓ

ΑΜ
2

=

Θεώρηµα ΙΙ Αν η διάµεσος ενός τριγώνου ισούται µε το µισό της πλευ-

ράς στην οποία αντιστοιχεί, τότε το τρίγωνο είναι ορθο-

γώνιο µε υποτείνουσα την πλευρά αυτή.

Πόρισµα.

Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο µια γωνία του ισούται µε

30ο, τότε η απέναντι πλευρά του είναι το µισό της

υποτείνουσας και αντίστροφα.

Αν ο

Β̂ 30=  τότε 
ΒΓ

ΑΓ
2

=  και αντίστροφα.
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78. Τύποι - Βασικές έννοιες

Τραπέζιο

Ορισµός:

Τραπέζιο λέγεται το κυρτό τετράπλευρο που έχει µόνο

δύο πλευρές παράλληλες.

Οι παράλληλες πλευρές ΑΒ και Γ∆ του τραπεζίου

ΑΒΓ∆ λέγονται βάσεις του τραπεζίου. Κάθε ευ-

θύγραµµο τµήµα κάθετο στις βάσεις του τραπε-

ζίου µε τα άκρα του στους φορείς των βάσεων λέ-

γεται ύψος του τραπεζίου. Το ευθύγραµµο τµήµα

ΑΖ που ενώνει τα µέσα των µη παράλληλων πλευ-

ρών του λέγεται διάµεσος του τραπεζίου.

Θεώρηµα Ι Η διάµεσος του τραπεζίου είναι παράλληλη προς τις βά-

σεις του και ίση µε το ηµιάθροισµα τους. ∆ηλαδή, αν ΕΖ

διάµεσος του τραπεζίου ΑΒΓ∆,

τότε:

i. ΕΖ//ΑΒ, Γ∆ και

ii. 
ΑΒ + Γ∆

ΕΖ =
2

Πόρισµα.

Η διάµεσος ΕΖ τραπεζίου ΑΒΓ∆ διέρχεται από τα

µέσα Κ και Λ των διαγωνίων του και το τµήµα ΚΛ

είναι παράλληλο µε τις βάσεις του και ίσο µε την

ηµιδιαφορά των βάσεών του.

Ισοσκελές τραπέζιο

Ορισµός:

Ισοσκελές τραπέζιο λέγεται το τραπέζιο του οποίου οι µη παράλληλες πλευ-

ρές είναι ίσες.

• Ιδιότητες ισοσκελούς τραπεζίου

Αν ένα τραπέζιο είναι ισοσκελές, τότε:

i. Οι γωνίες που πρόσκεινται σε µια βάση είναι ίσες.

ii. Οι διαγώνιοί του είναι ίσες.

• Κριτήρια για να είναι ένα τραπέζιο ισοσκελές

Ένα τραπέζιο είναι ισοσκελές, αν ισχύει µια από τις παρακάτω προτάσεις.

i. Οι µη παράλληλες πλευρές του είναι ίσες.

ii. Οι γωνίες που πρόσκεινται σε µια βάση του είναι ίσες.

iii. Οι διαγώνιοί του είναι ίσες.
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89.Επαναλαµβάνουµε τις ασκήσεις “κλειδιά” Βήµα 2ο

Α.  Από το σχολικό βιβλίο

ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ έκδοση 2003.

σ. 99: Ασκήσεις Εµπέδωσης 2, 3, 4

Αποδεικτικές Ασκήσεις 1,2, 3, 4

Σύνθετα Θέµατα 3

σ. 103: Ασκήσεις Εµπέδωσης 2, 3, 4, 5, 6

Αποδεικτικές Ασκήσεις 2

σ. 111: Ασκήσεις Εµπέδωσης όλες

Αποδεικτικές Ασκήσεις 1,2, 3, 4, 5, 6, 7

Σύνθετα Θέµατα 1, 2, 4

σ. 115: Ασκήσεις Εµπέδωσης 3, 4, 5, 6

Αποδεικτικές Ασκήσεις 1,2, 4, 5, 6, 7, 10

Σύνθετα Θέµατα 1, 2, 3

ÂÞìá 1
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90. Λύνουµε περισσότερες ασκήσειςΒήµα 3ο

1. ∆ίνεται ρόµβος µε διαγώνιες 6cm και 4cm. Να βρείτε την περίµετρο του

παραλληλογράµµου που σχηµατίζεται από τα µέσα των πλευρών του.

Λύση:

Γνωρίζουµε ότι το τετράπλευρο που σχηµατίζεται από

τα µέσα των πλευρών τετραπλεύρου είναι παραλληλό-

γραµµο.

Έχουµε ΚΝ//ΑΓ και ΛΚ//Β∆. Αφού ΑΓ B∆⊥ (δια-

γώνιοι ρόµβου), θα είναι ΚΝ ΛK⊥  .

Άρα το ΚΛΜΝ είναι ορθογώνιο.

Ακόµα 
ΑΓ 6

ΚΝ 3
2 2

= = =  και 
Β∆ 4

ΚΛ 2
2 2

= = =

Η περίµετρος του ΚΛΜΝ είναι  2ΚΛ 2ΚΝ 2 2 2 3 10cm+ = ⋅ + ⋅ = .

2. Από τις κορυφές Α και Γ παραλληλογράµου ΑΒΓ∆ φέρνουµε κάθετες προς τη

διαγώνιο Β∆, τις ΑΚ και ΓΛ αντίστοιχα. Αν Μ, Ν τα µέσα των ΑΒ, Γ∆ αντί-

στοιχα να δείξετε ότι τα Κ, Λ, Μ, Ν είναι κορυφές παραλληλογράµµου.

Λύση:

Στο ορθογώνιο τρίγωνο AK B
�

 η ΚΜ είναι διάµεσος

άρα 
AB

KM
2

=

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ∆ΛΓ

�

 η ΛΝ είναι διάµεσος

άρα 
∆Γ

ΛΝ
2

= . Αφού ΑΒ = ∆Γ θα είναι ΚΜ = ΛΝ

Έχουµε 
( )
( )

ΒΛ ΒΚ ΚΛ 1

∆Κ ∆Λ ΚΛ 2

= +
= +

Όµως 

1 1

ˆK̂ Λ 90

ΑΒΚ Λ∆Γ ΑΒ ∆Γ

ˆΒ̂ ∆

 = =
 

= = 
 = 

�

� �
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91.Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις Βήµα 3ο

Άρα είναι ΒΚ=∆Λ. Τότε από (1), (2) προκύπτει ΒΛ = ∆Κ

Είναι ΒΜΛ ∆ΚΝ=
� �

αφού ΜΒ = ∆Ν (µισά ίσων τµηµάτων)

                                         1 1
ˆΒ̂ ∆=  (εντός εναλλάξ)

                                         ΒΛ = ∆Κ

Τότε και ΜΛ = ΚΝ

Άρα το  ΜΛΝΚ είναι παραλληλόγραµµο αφού έχει τις απέναντι πλευρές του ίσες.

3. Στις πλευρές του παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ θε-

ωρούµε τα ίσα τµήµατα ΑΚ = ΒΛ = ΓΜ = ∆Ν.

∆είξτε ότι το ΚΛΜΝ είναι παραλληλόγραµµο.

Τι θα πρέπει να ισχύει ώστε:

i. ΚΛΜΝ ρόµβος

ii. ΚΛΜΝ τετράγωνο

Λύση:

Είναι ΑΝΚ ΜΓΛ=
� �

 αφού:

ΑΚ ΓΜ

ΑΝ Α∆ ∆Ν
ΑΝ ΓΛ

ΓΛ ΓΒ ΒΛ

ˆ ˆΑ Γ ως απέναντι γωνίες παραλληλογράµµου

=
= − 

⇔ == − 
=

Συνεπώς ΝΚ = ΜΛ. Οµοίως ΚΛ = ΜΝ.

Άρα ΚΛΜΝ παραλληλόγραµµο αφού έχει τις απέναντι πλευρές του ίσες.

i. Το ΚΛΜΝ είναι ρόµβος όταν το ΑΒΓ∆ είναι ορθογώνιο και τα Κ, Λ, Μ, Ν είναι

µέσα των πλευρών.

Τότε 
∆Β

ΝΚ //
2

=

        
ΑΓ

ΚΛ //
2

=

Αφού ∆Β = ΑΓ τότε ΝΚ = ΚΛ.

Επειδή το ΚΛΜΝ είναι παραλληλόγραµµο και έχει

δύο διαδοχικές πλευρές ίσες, είναι ρόµβος.

A

ÃÄ

Â

Ë

K

M

N

A

ÃÄ

Â

Ë

K

M

N



92. Λύνουµε περισσότερες ασκήσειςΒήµα 3ο

ii. Για να είναι τετράγωνο αρκεί το ΑΒΓ∆ να είναι τε-

τράγωνο και Κ, Λ, Μ, Ν τα µέσα των πλευρών.

Τότε ΝΚ//∆Β

        ΚΛ//ΑΓ

Αφού στο τετράγωνο είναι ∆Β ΑΓ⊥  θα είναι και

ΝΚ ΚΛ⊥ . Άρα Κ 90= �

4. Σε ορθογώνιο ΑΒΓ∆ τα σηµεία Ε, Ζ είναι µέσα των ΟΑ, ΟΓ αντίστοιχα

όπου Ο το κέντρο του ορθογωνίου.

i. Να δείξετε ότι το ∆ΕΒΖ είναι παραλληλόγραµµο.

ii. Τι θα πρέπει να ισχύει για να είναι ρόµβος;

iii. Μπορεί το ∆ΕΒΖ να είναι τετράγωνο;

Λύση:

i. Το σηµείο Ο είναι µέσο της ∆Β αλλά και της ΕΖ

αφού 
ΟΑ

ΟΕ
2

= , 
ΟΓ

ΟΖ
2

= .

Άρα ∆ΕΒΖ παραλληλόγραµµο αφού οι διαγώνιοί

του διχοτοµούνται.

ii. Για να είναι ρόµβος αρκεί οι διαγώνιοί του να είναι

κάθετες.

Άρα θα πρέπει ∆Β ΕΖ⊥  δηλαδή ∆Β ΑΓ⊥ .

Αυτό συµβαίνει όταν το ΑΒΓ∆ είναι τετράγωνο.

iii. Για να είναι το ∆ΕΒΖ τετράγωνο θα πρέπει ΕΖ ∆Β⊥  και ΕΖ = ∆Β.

Όµως ΕΖ = ΕΟ + ΟΖ = 
ΟΑ ΟΓ ΑΓ ∆Β

2 2 2 2
+ = = .

Άρα δεν µπορεί να είναι τετράγωνο.

5. ∆ίνεται τραπέζιο ΑΒΓ∆ (ΑΒ//Γ∆, Γ∆ > ΑΒ) του οποίου οι µη παράλληλες

πλευρές τέµνονται στο Ο κάθετα. Αν το Ο και τα µέσα Κ, Λ των ΑΒ, ∆Γ

είναι συνευθειακά να δείξετε ότι το ΚΛ είναι ίσο µε το τµήµα που συνδέει

τα µέσα των διαγωνίων του τραπεζίου.
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93.Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις Βήµα 3ο

Λύση:

Στο ορθογώνιο ΟΑΒ

�

 η ΟΚ είναι διάµεσος.

Άρα 
ΑΒ

ΟΚ
2

= .

Στο ορθογώνιο Ο∆Γ

�

 η ΟΛ είναι διάµεσος.

Άρα 
Γ∆

ΟΛ
2

= .

Είναι ΚΛ = ΟΛ – ΟΚ =
Γ∆ ΑΒ Γ∆ ΑΒ

2 2 2

−− =

Γνωρίζουµε ότι αν Ε, Ζ µέσα των διαγωνίων τότε 
Γ∆ ΑΒ

ΕΖ
2

−= .

Άρα ΚΛ = ΕΖ

6. Σε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ είναι o
Α̂ = 60  και ΑΚ διχοτόµος της Α̂ όπου

Κ σηµείο της ΒΓ. Αν Λ µέσο της ΑΚ να δείξετε ότι η ΒΛ διχοτοµεί τη Β̂

και να εκφράσετε τη ΒΛ συναρτήσει του ΑΒ.

Λυσή:

ο

1 2
1

2 1

ˆ ˆΕίναι Α Α 30 ˆ ˆΣυνεπώς Α Κ
ˆ ˆκαι Α Κ (εντός εναλλάξ)

= =  =
= 

∆ηλαδή το τρίγωνο ΑΒΚ

�

 είναι ισοσκελές και η ΒΛ

είναι διάµεσος άρα διχοτόµος και ύψος.

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΛΒ

�

είναι:

1

ΑΒ
Α̂ 30 ΒΛ

2
= ⇔ =�

.

7. Εξωτερικά του παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ κατασκευάζουµε τα ισοσκελή

και ορθογώνια τρίγωνα ΑΛΒ και ∆ΚΓ. Να δείξετε ότι το ∆ΛΒΚ είναι

παραλληλόγραµµο.

Λύση:

Τα τρίγωνα ΑΛΒ, ∆ΚΓ είναι ίσα αφού είναι ορθογώνια και έχουν ΑΒ = ∆Γ,

1 1 1 1
ˆ ˆˆ ˆΑ Β ∆ Γ 45= = = = � . Συνεπώς ΑΛ = ΚΓ    (1).
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94. Λύνουµε περισσότερες ασκήσειςΒήµα 3ο

Οµοίως ∆ΑΛ ΒΓΚ

∆ ∆
=  αφού Α∆ = ΒΓ (ως απέναντι

πλευρές του ΑΒΓ∆)

                                   και   ΑΛ = ΚΓ (από (1))

Επίσης είναι 1
ˆ ˆ ˆ∆ΑΛ Α Α= +  και 1

ˆ ˆ ˆΒΓΚ Γ Γ= +

Όµως ˆ ˆΑ Γ=  (ως απέναντι γωνίες του ΑΒΓ∆) και

1 1
ˆ ˆΑ Γ= . Εποµένως ˆ ˆ∆ΑΛ ΒΓΚ= .

Συνεπώς τα τρίγωνα∆ΑΛ

∆
καιΒΓΚ

∆
είναι ίσα ∆Λ ΒΚ⇔ =

Επιπλέον ΛΒ = ∆Κ (αφού ΑΛΒ ∆ΚΓ

∆ ∆
= )

Εποµένως το ∆ΛΒΚ είναι παραλληλόγραµµο αφού έχει τις απέναντι πλευρές του ίσες.

8. ∆ίνεται ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΓ∆ ( )ˆ ˆ οΑ = ∆ = 90  µε ˆ ο

Β = 60 . Αν είναι

ΒΓ = ∆Γ = 8 να βρεθεί το µήκος της διαµέσου του τραπεζίου.

Λύση:

Φέρνουµε το ύψος ΓΕ του τραπεζίου. Στο ορθογώνιο

τρίγωνο ΓΕΒ είναι ο ο ο ο

1
ˆ ˆΓ 90 Β 90 60 30= − = − = .

Άρα 
ΒΓ 8

ΕΒ 4
2 2

= = =

Είναι ΑΒ ΑΕ ΕΒ ∆Γ ΕΒ 8 4 12= + = + = + =
Τότε, αν Κ, Λ µέσα των µη παραλλήλων πλευρών θα

είναι: 
ΑΒ ∆Γ 12 8 20

ΚΛ 10
2 2 2

+ += = = =

9. Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι 2
ΒΓ = x + 4x, x > 0 . Αν Κ, Λ µέσα των ΑΒ, ΑΓ

αντίστοιχα και ΚΛ = x + 4 να βρεθεί το x.

Λύση:

Αφού Κ, Λ µέσα των ΑΒ, ΑΓ τότε 
ΒΓ

KΛ //
2

= . Άρα

( )
2

2x 4x
x 4 2 x 4 x 4x

2

++ = ⇔ + = + ⇔

2 2x 4x 2x 8 0 x 2x 8 0⇔ + − − = ⇔ + − =
Εποµένως x = 2 η x = –4 απορρίπτεται.
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95.Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις Βήµα 3ο

10. ∆ίνεται ορθογώνιο ΑΒΓ∆. Πάνω στις ΑΒ,∆Γ αντίστοιχα, θεωρού-

µε σηµεία Ε, Ζ τέτοια ώστε ΑΕ = ΓΖ. Αν Κ, Λ µέσα των ∆Ε, ΒΖ

αντίστοιχα, να δείξετε ότι το ΑΚΓΛ είναι παραλληλόγραµµο και

ότι οι ΚΛ, ΑΓ, ∆Β συντρέχουν.

Λύση:

Στο ορθογώνιο τρίγωνο Α∆Ε η ΑΚ είναι διάµεσος που

αντιστοιχεί στην υποτείνουσα του. Άρα 
∆Ε

AK (1)
2

= .

Όµοια στο ορθογώνιο τρίγωνο ΓΒΖ η ΓΛ είναι διάµεσος

που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα άρα ( )ΖΒ
ΓΛ 2

2
= .

Όµως ΖΒ = ∆Ε  (3) αφού Α∆Ε ΓΒΖ

∆ ∆
= (είναι ορθογώ-

νια και έχουν Α∆ = ΒΓ ως απέναντι πλευρές ορθογωνίου και ΑΕ = ΓΖ από υπόθεση).

Από (1), (2), (3) συµπεραίνουµε ότι ΑΚ = ΓΛ.

Επίσης ΑΛΒ ∆ΚΓ

� �

=  αφού:

∆Γ = ΑΒ ως απέναντι πλευρές ορθογωνίου

∆Κ=ΛΒ ως µισά των ίσων τµηµάτων ∆Ε, ΒΓ

1 1
ˆΒ̂ ∆=  ως απέναντι γωνίες του παραλληλογράµµου ∆ΕΒΖ

Συνεπώς ΚΓ = ΑΛ. Άρα το ΑΚΓΛ είναι παραλληλόγραµµο αφού έχει τις απέναντι

πλευρές του ίσες.

Το ∆ΕΒΖ είναι παραλληλόγραµµο αφού ∆Ε = ΒΖ και ∆Ζ = ΕΒ αφού

∆Ζ = ∆Γ – ΖΓ και ΕΒ = ΑΒ – ΑΕ

Οι ΑΓ, ΚΛ είναι διαγώνιοι του παραλληλογράµµου ΑΚΓΛ άρα διχοτοµούνται.

Όµως η ΑΓ διαγώνιος και του ΑΒΓ∆. Άρα διχοτοµείται µε την ∆Β. Εποµένως οι

ΑΓ, ΚΛ, ∆Β συντρέχουν στο Ο το κέντρο του ΑΒΓ∆.

11. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε o
Γ̂ = 45 . Φέρουµε τα ύψη Α∆ και ΒΕ. Αν Μ

είναι το µέσο της ΑΒ να δείξετε ότι το τρίγωνο ∆ΜΕ είναι ισοσκελές και

ορθογώνιο.

Λύση:

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒ∆, Μ µέσο της υποτείνουσας άρα 
ΑΒ

∆Μ (1)
2

=

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΕ, Μ µέσο της υποτείνουσας άρα 
ΑΒ

ΕΜ (2)
2

=

Από (1),(2) έχουµε ∆Μ = ΕΜ δηλαδή το τρίγωνο ∆ΜΕ είναι ισοσκελές.
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96. Λύνουµε περισσότερες ασκήσειςΒήµα 3ο

Για να είναι η 
1 2

ˆ ˆ ˆΜ 90 αρκεί Μ Μ 90= + =� �

Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΜΕ (ΑΜ = ΜΕ) είναι:

1 1 1 1
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆΜ Α Ε 180 Μ 180 2Α αφού Α Ε+ + = ⇔ = − =� �

Στο ισοσκελές τρίγωνο ΒΜ∆ (ΜΒ = Μ∆) είναι:

2 1 2 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆΜ Β ∆ 180 Μ 180 2Β αφού Β ∆+ + = ⇔ = − =� �

Τότε:

1 2
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆΜ Μ 180 2Α 180 2Β 360 2(Α Β)+ = − + − = − +� � �

Όµως ˆ ˆ ˆΑ Β 180 Γ 180 45 135+ = − = − =� � � �

Άρα 1 2
ˆ ˆΜ Μ 360 2 135 90+ = − ⋅ =� � � .

12. ∆ίνεται τραπέζιο ΑΒΓ∆ όπου ∆Γ//ΑΒ και ∆Γ = 4ΑΒ.

i. Να δείξετε ότι 
5ΑB

ΖΗ =
2

 όπου ΖΗ η διάµεσος.

ii. Αν Κ,Λ,Μ σηµεία της ∆Γ τέτοια ώστε ∆Κ = ΚΛ = ΛΜ = ΜΓ, να

δείξετε ότι ΑΒΚ∆, ΑΒΓΜ  παραλληλόγραµµα.

iii. Αν η διάµεσος του τραπεζίου τέµνει τις ΒΚ, ΑΜ στα Θ, Ι να δείξετε

ότι 
ΑΒ

ΘΙ =
2

.

Λύση:

i. Είναι 
ΑΒ ∆Γ ΑΒ 4ΑΒ 5ΑΒ

ΖΗ
2 2 2

+ += = = .

ii. Είναι 
1

∆Κ ∆Γ ΑΒ
4

= =  και αφού ΑΒ//∆Κ θα είναι

το ΑΒΚ∆ παραλληλόγραµµο.

Είναι 
1

ΜΓ ∆Γ ΑΒ
4

= =  και αφού ΑΒ//ΜΓ θα είναι

το ΑΒΓΜ παραλληλόγραµµο.

iii. Αφού ΖΗ διάµεσος τότε και Θ,Ι τα µέσα των ΒΚ, ΑΜ.

Άρα και ΖΘ// = ΑΒ, ΙΗ// = ΑΒ.

Οπότε ΘΙ = ΖΗ – ΖΘ – ΙΗ =
5ΑΒ ΑΒ

ΑΒ ΑΒ
2 2

− − = .
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97.Λύνουµε µόνοι µας Βήµα 4ο

1. ∆ίνεται ορθογώνιο ΑΒΓ∆ µε ΑΒ = 4ΒΓ. Θεωρούµε σηµεία Ε, Ζ επί της

ΑΒ τέτοια ώστε ΑΕ = ΖΒ = ΒΓ.

i. Να δείξετε ότι το ∆ΕΖΓ είναι ισοσκελές τραπέζιο.

ii. Να βρεθεί η διάµεσός του ΚΛ συναρτήσει της ΒΓ.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

2. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και Μ µέσο της υποτείνουσας. Αν ΜΕ,

Μ∆ οι αποστάσεις του Μ από τις ΑΒ, ΑΓ αντίστοιχα να δείξετε ότι το

ΜΕΑ∆ είναι ορθογώνιο.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

3. Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ), Θ το βαρύκεντρό του και ∆, Ζ, Ε

µέσα των ΒΓ, ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα.

i.Να δείξετε ότι ΑΖ∆Ε ρόµβος.

ii.Αν Λ το µέσο της ΑΘ, να δείξετε ότι ΛΖΘΕ ρόµβος.

ÂÞìá 1

ÂÞìá 2

ÂÞìá 3

Ëýíïõìå

ìüíïé ìáò
ÂÞìá 4



98. Λύνουµε µόνοι µαςΒήµα 4ο

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

4. Οι µη παράλληλες πλευρές τραπεζίου ΑΒΓ∆ τέµνονται στο Ο. Αν Κ, Μ

είναι µέσα των διαγωνίων και Ε, Ζ είναι µέσα των βάσεων, να δείξετε ότι

ˆˆ ˆΚΕΜ ΚΖΜ Ο= = .

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

5. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( )o
Α̂ = 90 , είναι Ζ, Ε µέσα των ΑΒ, ΑΓ αντί-

στοιχα, Α∆ ύψος και Η µέσο ΖΕ. Να δείξετε ότι:

i.
ΒΓ

∆H =
4

ii. Η περίµετρος του τριγώνου Ε∆Ζ είναι ίση µε το µισό της περιµέτρου

του ΑΒΓ.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................
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6. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ η υποτείνουσα ΒΓ είναι η διπλάσια από την

ΑΒ. Προβάλουµε το Α στην εσωτερική και εξωτερική διχοτόµο της Β.

Αν Ζ, ∆ οι προβολές αντίστοιχα, να δείξετε ότι:

i. ∆Ζ//ΒΓ

ii. Ζ µέσο της ΑΗ και Η µέσο της ΒΓ(όπου Η το σηµείο στο οποίο η ΑΖ

τέµνει τη ΒΓ)

iii. Να βρεθούν οι γωνίες των τριγώνων ΑΒΗ και ΑΗΓ.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

7. ∆ίνεται ορθογώνιο ΑΒΓ∆ µε κέντρο Ο. Εξωτερικά του ορθογωνίου κατα-

σκευάζουµε τα ισοσκελή τρίγωνα ΑΚΒ και ΒΛΓ. Να δείξετε ότι το τρί-

γωνο ΚΟΛ είναι ορθογώνιο.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

8. Εξωτερικά του ρόµβου ΑΒΓ∆ κατασκευάζουµε τετράγωνα Γ∆ΕΖ και ΒΓΚΛ.

Να δείξετε ότι το ΚΖ∆Β είναι ισοσκελές τραπέζιο.
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............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

9. Σε τετράγωνο ΑΒΓ∆ τα Κ, Λ, Μ, Ν είναι µέσα των πλευρών ΑΒ, ΒΓ, Γ∆

και ∆Α αντίστοιχα. Να δείξετε ότι τα τµήµατα ΑΛ, ΒΜ, ΓΝ, ∆Κ τεµνόµε-

να σχηµατίζουν τετράγωνο.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

10. ∆ίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και εξωτερικά του τριγώνου κατα-

σκευάζουµε τετράγωνα ΑΓΚΛ και ΑΒ∆Ε

i. Να βρεθούν οι γωνίες του τριγώνου 
∆

ΑΕΛ

ii. Να δείξετε ότι το ΒΓΛΕ είναι ισοσκελές τραπέζιο.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................
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11. Στα µέσα Κ, Λ των πλευρών ΑΓ και ΑΒ τριγώνου ΑΒΓ φέρνουµε

⊥ΚΘ ΑΓ  και ⊥ΛΙ ΑΒ  ώστε 
ΑΓ

ΚΘ =
2

 και 
ΑΒ

ΛΙ =
2

.

Αν ∆ µέσο της ΒΓ να δείξετε ότι 
∆

ΙΘ∆  είναι ορθογώνιο και ισοσκελές.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

12. ∆ίνεται τετράγωνο ΑΒΓ∆ και Ο το κέντρο του και Ε τυχαίο σηµείο της

ΑΟ. Φέρνουµε ⊥ΓΛ ∆Ε  όπου Μ το σηµείο τοµής της ΓΛ µε την ∆Ο.

Να δείξετε ότι:

i. ΓΜ = ∆Ε ii. ΒΜ = ΓΕ

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

13. Στο παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ από τις κορυφές Α και Γ φέρνουµε ΓΖ

κάθετες στη ∆Β. Να δειχθεί ότι το ΑΕΓΖ είναι παραλληλόγραµµο και

έχει το ίδιο κέντρο µε το ΑΒΓ∆.

............................................................................................................................

............................................................................................................................
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............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

14. Στο παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ είναι ΑΒ = 2ΒΓ. Από την κορυφή Α φέρ-

νουµε την ⊥AE BΓ  και ενώνουµε το Ε µε το µέσο Μ της ∆Γ. Να απο-

δειχθεί ότι ˆ ˆ∆ΜΕ = 3ΜΕΓ .

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

15. Στο τρίγωνο ΑΒΓ το Ο είναι το σηµείο τοµής των διαµέσων ΑΜ, ΒΝ

και ΓΖ. Αν η Η είναι το µέσο της ΟΓ να αποδειχθεί ότι η ΒΗ τέµνει την

ΑΜ στο Ε ώστε: 
2

ΟΕ = ΑΜ
9

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................
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ÂÞìá 1

ÂÞìá 2

ÂÞìá 3

ÂÞìá 4 ÅëÝã÷ïõìå ôç ãíþóç ìáò
ÂÞìá 5

Θέµα 1ο

Α. Να δείξετε ότι οι διαγώνιοι του παραλληλογράµµου διχοτοµούνται και αντί-

στροφα εάν σε τυχαίο τετράπλευρο οι διαγώνιοι διχοτοµούνται τότε αυτό είναι

παραλληλόγραµµο.

(Μονάδες 8)

Β. Να δείξετε ότι το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα µέσα δύο πλευρών τριγώνου

είναι παράλληλο προς την τρίτη πλευρά και ίσο µε το µισό της.

(Μονάδες 8)

Γ. Να δείξετε ότι η διάµεσος ορθογωνίου τριγώνου που φέρουµε από την κορυφή

της ορθής γωνίας είναι ίση µε το µισό της υποτείνουσας.

(Μονάδες 9)

Θέµα 20

Α. ∆ίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ και η διχοτόµος του Α∆. Από το ∆ φέρνουµε τη

∆Ε//ΑΒ και την ΕΖ//ΒΓ. Να δειχθεί ότι ΑΕ = ΒΖ.

(Μονάδες 9)

Β. Στο παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ προεκτείνουµε την ΑΒ κατά τµήµα ΒΕ = ΒΓ και

την Α∆ κατά τµήµα ∆Ζ = Γ∆. Να δειχθεί ότι:

i. ˆ ˆ∆ΓΖ ΒΓΕ= ii. τα σηµεία Ζ, Γ, Ε είναι συνευθειακά.

(Μονάδες 16)

Θέµα 30

Α. Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι ΑΓ > ΑΒ. Φέρνουµε τη διχοτόµο Αx της Α̂  και τη

Β∆ Αx⊥ , που τέµνει την ΑΓ στο Ε. Αν Μ είναι το µέσο της ΒΓ, να δειχθεί ότι:

i. 
ΑΓ ΑΒ

∆Μ
2

−= ii. 
ˆ ˆΒ Γˆ∆ΒΓ

2

−= iii. ο
Α̂ˆΒ∆Μ 90
2

= +

(Μονάδες 15)
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Β. Στο τρίγωνο ΑΒΓ ονοµάζουµε ∆ το µέσο της διαµέσου ΑΜ. Η ευθεία Β∆ τέµνει

την ΑΓ στο Ε. Να δειχθεί ότι: 
2

ΕΓ ΑΓ
3

= .

(Μονάδες 10)

Θέµα 40

Α. Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι ο

Γ̂ 30=  και ο

Α̂ 135= . Φέρνουµε κάθετη στην ΑΒ στο

Α, που τέµνει τη ΒΓ στο ∆. Να δειχθεί ότι 
Β∆

ΑΓ
2

=

(Μονάδες 10)

Β. Στην πλευρά Γ∆ τετραγώνου ΑΒΓ∆ παίρνουµε τυχαίο σηµείο Ε. Αν η διχοτόµος

της ˆΒΑΕ  συναντά τη ΒΓ στο Ζ, να δειχθεί ότι ΑΕ = ΒΖ + ∆Ε.

(Μονάδες 15)


