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Ο µαθητής που έχει µελετήσει το κεφάλαιο 4 θα πρέπει να

είναι σε θέση:

� Να γνωρίζει τη σχετική θέση δύο ευθειών.

� Να γνωρίζει τη σχέση µεταξύ γωνιών που σχηµατίζονται από δύο
παράλληλες ευθείες οι οποίες τέµνονται από µια τρίτη ευθεία.

� Να γνωρίζει διάφορους τρόπους µε τους οποίους θα αποδεικνύει
ότι δύο οι περισσότερες ευθείες είναι παράλληλες.

� Να γνωρίζει ότι το άθροισµα των γωνιών του τριγώνου είναι 2 ορ-
θές και τις διάφορες σηµαντικές προτάσεις και πορίσµατα που

προκύπτουν.

� Να γνωρίζει και να εφαρµόζει τη σχέση γωνιών µε πλευρές πα-
ράλληλες ή κάθετες.

� Να γνωρίζει το άθροισµα των γωνιών κυρτού ν-γώνου καθώς και
το άθροισµα των εξωτερικών γωνιών του.

� Να γνωρίζει τους αξιοσηµείωτους κύκλους ενός τριγώνου.



52. Τύποι - Βασικές έννοιες

Σχετικές θέσεις δύο ευθειών.

Οι σχετικές θέσεις δύο ευθειών ε
1
 και ε

2
 του ίδιου

επιπέδου είναι οι παρακάτω:

• Ταυτίζονται. (άπειρα κοινά σηµεία).

Συµβολίζουµε 1 2ε ε≡ .

• Τέµνονται. (ένα κοινό σηµείο).

• ∆εν τέµνονται. (κανένα κοινό σηµείο).

Στην περίπτωση αυτή οι ευθείες ονοµάζονται

παράλληλες και συµβολίζουµε ε
1
// ε

2
 .

Τέµνουσα δύο ευθειών.

Έστω δύο ευθείες ε
1
 και ε

2
 του επιπέδου οι οποίες

τέµνονται από µια τρίτη ευθεία ε
3
 . Τότε

σχηµατίζονται τα εξής ζεύγη γωνιών:

• Γωνίες εντός εναλλάξ.

Είναι γωνίες που βρίσκονται  εντός  της ζώνης

που δηµιουργούν οι ευθείες  ε
1
 και ε

2 
και σε

διαφορετικά ηµιεπίπεδα που ορίζει η ευθεία ε
3
.

Τέτοιες είναι οι  γ, ε και  δ, ζ.

• Γωνίες εντός και επί τα αυτά µέρη.

Είναι γωνίες  που βρίσκονται εντός των ευθειών ε
1
 και ε

2 
και στο ίδιο

ηµιεπίπεδο που ορίζει η ευθεία ε
3
. Τέτοιες είναι οι δ, ε και γ, ζ.

• Γωνίες εντός, εκτός και επί τα αυτά µέρη.

Είναι γωνίες που βρίσκονται µια εντός και µία εκτός των ευθειών ε
1
 και ε

2

και στο ίδιο ηµιεπίπεδο που ορίζει η ευθεία ε
3
. Τέτοιες είναι οι  α,ε και β,ζ

και δ,θ και η,γ.

Θεώρηµα

Αν δύο ευθείες ε
1
, ε

2
 τεµνόµενες από τρίτη ευθεία ε σχηµατίζουν τις:

• εντός εναλλάξ γωνίες ίσες τότε ε
1
//ε

2
.

• εντός εκτός και επί τα αυτά γωνίες ίσες τότε ε
1
//ε

2
.

• εντός και επί τα αυτά γωνίες ίσες τότε ε
1
//ε

2
.

και αντίστροφα.

Αν δύο παράλληλες ευθείες τέµνονται από τρίτη, σχηµατίζουν:

• τις εντός εναλλάξ γωνίες ίσες.

• τις εντός εκτός και επί τα αυτά µέρη γωνίες ίσες,

• τις εντός και επί τα αυτά µέρη γωνίες παραπληρωµατικές.
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53.Τύποι - Βασικές έννοιες

Πορίσµατα

• ∆ύο ευθείες κάθετες σε διαφορετικά σηµεία στην

ίδια ευθεία, είναι µεταξύ τους παράλληλες (σχ.α).

• ∆ύο ευθείες παράλληλες στην ίδια ευθεία, είναι

και µεταξύ τους παράλληλες.

• Αν δύο ευθείες είναι παράλληλες και µία τρίτη

ευθεία τέµνει µία από αυτές τότε τέµνει και την

άλλη (σχ.β).

• Αν δύο ευθείες είναι παράλληλες και µία τρίτη

ευθεία τέµνει κάθετα µία από αυτές τότε τέµνει κάθετα και την άλλη.

Το Ευκλείδειο Αίτηµα της Παραλληλίας.

Από ένα σηµείο εκτός ευθείας διέρχεται µοναδική παράλληλη προς αυτή.

Πρόταση.

Αν δύο ευθείες τεµνόµενες από µία τρίτη σχηµατίζουν τις εντός και επί τα

αυτά µέρη γωνίες τους µε άθροισµα µικρότερο από δύο ορθές τότε οι ευθείες

τέµνονται προς το µέρος της τέµνουσας που βρίσκονται οι γωνίες.

Γωνίες µε πλευρές παράλληλες ή κάθετες.

Αν δύο γωνίες έχουν τις πλευρές τους παράλληλες

ή κάθετες µία προς µία τότε

• αν είναι και οι δύο οξείες ή αµβλείες τότε είναι ίσες.

• αν η µία είναι οξεία και ή άλλη αµβλεία τότε

είναι παραπληρωµατικές.

Αξιοσηµείωτοι κύκλοι τριγώνου.

• Ο κύκλος που διέρχεται από τις τρείς κορυφές

ενός τριγώνου λέγεται περιγεγραµµένος

κύκλος και το κέντρο του είναι το σηµείο όπου

διέρχονται και οι τρείς µεσοκάθετοι των

πλευρών του τριγώνου και λέγεται περίκεντρο.
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54. Τύποι - Βασικές έννοιες

• Ο κύκλος που εφάπτεται στις τρείς πλευρές ενός

τριγώνου λέγεται εγγεγραµµένος κύκλος και

το κέντρο του είναι το σηµείο όπου διέρχονται

και οι τρείς διχοτόµοι των γωνιών του τριγώνου

και λέγεται έκκεντρο.

• Ο κύκλος που εφάπτεται στη µία πλευρά ενός

τριγώνου και στις προεκτάσεις των δύο άλλων

λέγεται παρεγγεγραµµένος κύκλος και το

κέντρο του είναι το σηµείο όπου διέρχονται η

διχοτόµος της απέναντι γωνίας και οι διχοτόµοι

των άλλων δύο εξωτερικών γωνιών του τριγώνου

και λέγεται παράκεντρο.

Άθροισµα γωνιών τριγώνου και κυρτού ν-γώνου.

Το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου ισούται µε δύο ορθές.

Το άθροισµα των γωνιών ενός κυρτού ν-γώνου ισούται µε 2ν – 4  ορθές.

Πορίσµατα

• Η εξωτερική γωνία ενός τριγώνου ισούται µε το άθροισµα των δύο απέναντι

εσωτερικών.

• Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίες µία προς µία ίσες, έχουν και τις τρίτες

γωνίες τους ίσες.

• Οι οξείες γωνίες ορθογωνίου τριγώνου είναι συµπληρωµατικές.

• Κάθε γωνία  ενός ισόπλευρου τριγώνου ισούται µε 60ο.

• Το άθροισµα των εξωτερικών γωνιών ενός κυρτού ν-γώνου ισούται µε

4 ορθές.
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60. Επαναλαµβάνουµε τις ασκήσεις “κλειδιά”Βήµα 2ο

Α.  Από το σχολικό βιβλίο

ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ έκδοση 2003.

σ. 82: Ασκήσεις Εµπέδωσης 2, 3, 4, 5

Αποδεικτικές Ασκήσεις 1, 2, 4, 5

Σύνθετα Θέµατα 3, 4

σ. 87: Ασκήσεις Εµπέδωσης 1, 3, 5, 6, 7

Αποδεικτικές Ασκήσεις 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7

Σύνθετα Θέµατα 2, 5, 6

σ. 88: Γενικές Ασκήσεις 3, 4
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61.Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις Βήµα 3ο

1. Σε τρίγωνο 
∆

ABΓ  µε ˆ ˆΑ = 2Β , να δείξετε ότι α < 2β

Λύση:

Φέρουµε ΓΗ ΑΒ⊥  και στο ευθύγραµµο τµήµα ΒΗ

παίρνουµε τµήµα ΗΘ = ΗΑ. Τότε το τρίγωνο ΓΑΘ

∆

είναι ισοσκελές αφού το ΓΗ είναι ύψος και διάµε-

σος. Άρα 1
ˆ ˆΘ Α=  σαν προσκείµενες γωνίες στη βάση

ισοσκελούς τριγώνου, και ΓΘ ΑΓ β= = . Όµως η 1Θ̂

είναι εξωτερική γωνία του ΘBΓ

∆
, οπότε:

1 1 1 1 1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΘ Β Γ Α Β Γ 2Β Β Γ Β Γ= + ⇔ = + ⇔ = + ⇔ = , δηλαδή το ΘBΓ

∆
 είναι ισο-

σκελές µε κορυφή Θ, αφού οι προσκείµενες γωνίες στην ΒΓ είναι ίσες. Άρα

ΘΒ = ΘΓ = β.

Εφαρµόζουµε την τριγ. ανισότητα στο ΘBΓ

∆
 και έχουµε:

ΒΓ ΘΒ ΘΓ α β β α 2β< + ⇔ < + ⇔ <

2. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ( )ˆ
∆

ΑΒΓ Α =1  φέρουµε το ύψος ΑΗ και τις δι-

χοτόµους Α∆ και ΓΕ των γωνιών ˆΒΑΗ  και Γ̂  αντίστοιχα. Αν το ση-

µείο τοµής των Α∆ και ΓΕ είναι το Ρ, να δείξετε ότι:

α. ⊥Α∆ ΓΕ β. ΑΡ = Ρ∆

Λύση:

α. Είναι 1 2

ˆΒΑΗˆ ˆΑ Α
2

= =  και 1 2

Γ̂ˆ ˆΓ Γ
2

= = . Όµως ˆ ˆΒΑH Γ=  σαν οξείες γωνίες µε

πλευρές κάθετες. Άρα 1 2 1

Γ̂ˆ ˆ ˆΑ Α Γ
2

= = = . Στο τρίγωνο ΑΡΓ

∆
 έχουµε:

ÂÞìá 1

ÂÞìá 2
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62. Λύνουµε περισσότερες ασκήσειςΒήµα 3ο

( )2 3 1 2 3 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆΡΑΓ ΑΓΡ Α Α Γ Α Α Α Α 1+ = + + = + + = =

οπότε ( )ˆˆ ˆΑΡΓ 2 ΡΑΓ ΑΓΡ 1= − + = ,

δηλαδή Α∆ ΓΕ⊥

β. Από το τρίγωνο ( )ˆΑΗ∆ Η 1

∆
=  έχουµε:

2 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΑ ∆ 1 Α ∆ 1 Α ∆ΑΓ ∆ 1+ = ⇔ + = ⇔ − + = ⇔

1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 ∆ΑΓ ∆ 1 ∆ ∆ΑΓ 0 ∆ ∆ΑΓ− + = ⇔ − = ⇔ =

Άρα το ∆ΑΓ

∆
 είναι ισοσκελές µε κορυφή το Γ, αφού οι προσκείµενες γωνίες

στην Α∆ είναι ίσες. Συνεπώς το ύψος ΓΡ που αντιστοιχεί στην βάση του Α∆

είναι και διάµεσος. ∆ηλαδή ΑΡ = Ρ∆.

3. Σε ισοσκελές τρίγωνο ( )
∆

ΑΒΓ ΑΒ = ΑΓ  φέρουµε ηµιευθεία ⊥Βx ΒΓ , η

οποία βρίσκεται στο ηµιεπίπεδο (ΒΓ, Α). Αν η Bx τέµνει την προέκ-

ταση της ΓΑ στο Μ και επί της ΒΜ πάρουµε σηµεία Κ, Λ τέτοια

ώστε: ˆ ˆ ο
ΒΑΛ = ΓΑΚ = 90 , να δείξετε ότι: ΒΛ = ΚΜ και ότι το 

∆

ΑΚΛ

είναι ισοσκελές.

Λύση:

Επειδή 
∆

ΑΒΓ  ισοσκελές είναι 2
ˆ ˆΒ Γ=  σαν προσκεί-

µενες γωνίες στη βάση του ΒΓ. Όµως από το ορθο-

γώνιο τρίγωνο ( )οˆΒΓΜ ΓΒΜ 90
∆

=  έχουµε:

ο

1 2 1

2 1 1 2 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΓ Μ 90 Β Μ ΓΒΜ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΒ Μ Β Β Μ Β

+ = ⇔ + = ⇔

⇔ + = + ⇔ =

Άρα το ΑΒΜ

∆
είναι ισοσκελές µε βάση ΜΒ, αφού

οι προσκείµενες σ’αυτή γωνίες είναι ίσες.

Τα ορθογώνια τρίγωνα ( )οˆΑ ΒΛ ΒΑΛ 90
∆

=  και ( )οˆΑ Κ Μ ΚΑΜ 90
∆

=  έχουν:

(1) ΑΒ = ΑΜ ( ΑΒΜ

∆
ισοσκελές)

(2) 1 1
ˆ ˆΒ Μ=  (το αποδείξαµε)

Άρα ΑΒΛ ΑΚΜ

∆ ∆
=  οπότε:

• ΒΛ = ΚΜ

• ΑΛ = ΑΚ, δηλαδή το ΑΚΛ

∆
 είναι ισοσκελές µε κορυφή το Α.
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63.Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις Βήµα 3ο

4. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ( )ˆ
∆

ΑΒΓ Α =1  φέρουµε κάθετη ηµιευθεία στην

ΒΓ προς το µέρος του Α, επί της οποίας παίρνουµε τµήµα ΓΚ =  ΑΓ.

Στην προέκταση της υποτείνουσας ΓΒ παίρνουµε τµήµα ΒΛ = ΑΒ. Να

αποδείξετε ότι ˆˆΑΓΚ = 2·ΑΛΒ .

Λύση:

• Είναι ΑΒ = ΒΛ οπότε το τρίγωνο ΑΒΛ είναι ισο-

σκελές και 2
ˆ ˆΑ Λ= . Όµως η Β̂  είναι εξωτερική

του τριγώνου ΑΒΛ, οπότε

2

Β̂ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆΑ Λ Β 2·Λ Β Λ
2

+ = ⇔ = ⇔ =

• ΑΓ ΓΚ άρα ΑΓΚ
∆

=  ισοσκελές, οπότε 1
ˆ ˆΑ Κ= . Όµως

ο ο ο ο ο

1 1 1 1 1

Γ̂ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆΓ Α Κ 180 90 Γ 2·Α 180 2·Α 90 Γ Α 45
2

+ + = ⇔ − + = ⇔ = + ⇔ = +

• Το 
∆

ΑΒΓ είναι ορθογώνιο στο Α, οπότε οˆ ˆΒ Γ 90+ =

Έχουµε: 
ο

ο ο ο ο ο

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΓ Γ Β Γ Β 90ˆ ˆ ˆΑ Α 45 Λ 45 45 45 90
2 2 2 2 2

  ++ = + + = + + = + = + =  

Οπότε από το ΑΓΚ

∆
 έχουµε: ( )ο ο ο

1 1 1 2
ˆ ˆˆ ˆΓ 180 2·Α Γ 180 2· 90 Α= − ⇔ = − − ⇔

ο ο

1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆΓ 180 180 2·Α Γ 2·Α ΑΓΚ 2·Λ ΑΓΚ 2·ΑΛΒ= − + ⇔ = ⇔ = ⇔ =

5. Σε τρίγωνο 
∆

ΑΒΓ , φέρουµε από την κορυφή Β ευθεία x΄x//ΑΓ. Επί της

x΄x και εκατέρωθεν του Β παίρνουµε τµήµατα ΒΜ = ΒΝ = ΑΒ. Να

δείξετε ότι: ⊥AM ΑΝ

Λύση:

• ΑΒ = ΜΒ άρα το τρίγωνοΑΒΜ

∆
είναι ισοσκελές, οπό-

τε 3 1
ˆ ˆΑ Μ=  σαν προσκείµενες γωνίες στη βάση του.

• Όµως 4 1
ˆ ˆΑ Μ=  σαν εντός εναλλάξ γωνίες των πα-

ραλλήλων ΑΓ και x΄x που τέµνονται από την ΑΜ.

Άρα 3 4
ˆ ˆΑ Α= , δηλαδή η ΑΜ είναι διχοτόµος της εξΑ̂ .

Οµοίως αποδεικνύεται ότι η ΑΝ είναι διχοτόµος της
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64. Λύνουµε περισσότερες ασκήσειςΒήµα 3ο

Α̂ . Όµως οι γωνίες Α̂  και 
εξΑ̂  είναι εφεξής και παραπληρωµατικές. Άρα οι

διχοτόµοι τους είναι κάθετες, δηλαδή AM ΑΝ⊥ .

6.  Στην προέκταση της υποτείνουσας ΒΓ ορθογωνίου τριγώνου

( )ˆ
∆

οΑΒ Γ Α = 90  παίρνουµε τµήµα ΓΚ = γ. Φέρουµε ηµιευθεία ⊥Κx ΒΚ

προς το µέρος του Α. Επί της Κx παίρνουµε τµήµα ΚΛ = β. Να δείξετε ότι

η ΒΛ διχοτοµεί την Β̂ .

Λύση:

Φέρουµε την ΓΛ και συγκρίνουµε τα τρίγωνα ΑΒΓ

∆

και ΓΚΛ

∆
. Αυτά έχουν:

• οˆ ˆΑ Κ 90= =
• ΑΒ = ΚΓ = γ (υπόθεση)

• ΑΓ = ΚΛ = β (υπόθεση)

Άρα ΑΒΓ ΓΚΛ

∆ ∆
= , οπότε ΒΓ = ΓΛ, δηλαδή το τρί-

γωνο ΒΓΛ

∆
 είναι ισοσκελές µε κορυφή το Γ. Συνεπώς 2 1

ˆΒ̂ Λ=  σαν προσκείµε-

νες γωνίες στη βάση του.

Επίσης από την ισότητα των τριγώνων έχουµε ˆ ˆΑΒΓ ΚΓΛ= . Άρα ΑΒ//ΓΛ, αφού

τεµνόµενες από τη ΒΚ, σχηµατίζουν τις εντός εκτός και επί τα αυτά µέρη γω-

νίες τους ίσες.

Οπότε 1 1
ˆΒ̂ Λ=  ως εντός εναλλάξ γωνίες των παραλλήλων ΑΒ και ΓΛ που τέ-

µνονται από την ΒΛ. Συνεπώς 1 2
ˆ ˆΒ Β= , δηλαδή η ΒΛ είναι διχοτόµος της γω-

νίας Β̂ .

7. Έστω οξυγώνιο τρίγωνο 
∆

ΑΒΓ  µε µικρότερη πλευρά τη ΒΓ. Στις πλευρές του

ΑΒ, ΑΓ παίρνουµε τα σηµεία ∆ και Ε αντίστοιχα, τέτοια ώστε Β∆ = ΓΕ = ΒΓ.

Αν οι ΒΕ, Γ∆ τέµνονται στο Ζ, να δείξετε ότι: 
ˆ

ˆ ο Α
ΓΖΕ = 90 +

2
Λύση:

• Β∆ = ΒΓ άρα το τρίγωνο Β∆Γ

∆
είναι ισοσκελές. Εποµένως 

ο

1 2

ˆ180 Βˆ ˆ∆ Γ
2

−= =

A

B

ã

2
1

á

â

Ã ã K

âá

1

Ë
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• ΓΕ = ΒΓ άρα το τρίγωνο ΒΓΕ

∆
είναι ισοσκελές.

Εποµένως 
ο

1 2

ˆ180 Γˆ ˆΕ Β
2

−= =

Από το ΓΕΖ

∆
 έχουµε:

( )
ο

ο ο

1 1 2

ˆ180 Γˆ ˆ ˆ ˆ ˆΓΖΕ 180 Ε Γ 180 Γ Γ
2

−= − − = − − − =

ο

ο ο ο ο

2

ˆ ˆ ˆΓ Γ 180 Βˆ ˆ ˆ180 90 Γ Γ 180 90 Γ
2 2 2

  −= − − − + = − + − + =  

ο

ο ο ο ο

ˆˆ ˆ ˆ ˆΓ Β Β Γ 180 Α
90 90 180 180

2 2 2 2

  + −= − + − = − = − =  

ο ο ο

ˆ ˆΑ Α
180 90 90

2 2

 
= − − = + 

 

8. Σε τρίγωνο 
∆

ΑΒΓ  µε ˆ ˆ ο
Β - Γ = 30 , φέρουµε την διχοτόµο Α∆. Να δείξετε

ότι ˆ ο
Α∆Β = 75 .

Λύση:

Από το Α∆Β

∆
 έχουµε:

ο ο

1

ˆ ˆΑ Αˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆΑ∆Β 180 Α Β 180 Β Α Β Γ Β
2 2

= − − = − − = + + − − =

ο οˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΑ Α 2Γ 180 Β Γ 2Γ 180 Β Γ
Γ̂

2 2 2 2

+ − − + − += + = = = =

( )ο ο ο

ο
ˆ ˆ180 Β Γ 180 30

75
2 2

− − −= = =

9. Από το µέσο Μ της βάσης ΒΓ ισοσκελούς τριγώνου 
∆

ΑΒΓ , φέρουµε

παράλληλες στις ΑΒ, ΑΓ που τις τέµνουν στα σηµεία ∆, Ε αντίστοιχα. Να

δείξετε ότι η ΑΜ είναι µεσοκάθετος του ∆Ε.

Λύση:

Επειδή 
∆

ΑΒΓ  ισοσκελές, ισχύει ˆ ˆΒ Γ=  σαν προσκείµενες γωνίες στη βάση του.

A

B

Å1

1

1
1

Ã

2

22

Ä

Z

A

B Ã
Ä

1 2
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Επίσης 2
ˆ ˆΒ Μ=  ως εντός εκτός και επί τα αυτά µέρη

γωνίες των παραλλήλων ΑΒ και ΜΕ που τέµνονται

από την ΒΓ.

Οµοίως 1
ˆ ˆΓ Μ= .

Άρα:

• 1
ˆ ˆΒ Μ= , οπότε ∆ΒΜ

∆
 ισοσκελές, αφού οι προσκεί-

µενες γωνίες στη βάση του είναι ίσες. Συνεπώς ∆Β = ∆Μ    (1)

• 2
ˆ ˆΓ Μ=  οπότε οµοίως συµπεραίνουµε ότι ΕΜ = ΕΓ   (2)

Τα ∆ΒΜ

∆
 και ΕΜΓ

∆
 έχουν:

1. ΒΜ = ΜΓ (Μ µέσο ΒΓ)

2. 2
ˆ ˆΒ Μ=  (το αποδείξαµε παραπάνω)

3. 1
ˆ ˆΜ Γ=  (το αποδείξαµε παραπάνω)

Άρα ( )∆ΒΜ ΕΜΓ ΓΠΓ

∆ ∆
=  οπότε ∆Β = ΕΜ   (3)

Από (1), (2), (3) συµπεραίνουµε ότι ∆Β ∆Μ ΜΕ ΕΓ= = =
Επειδή Μ∆ = ΜΕ, το Μ ανήκει στην µεσοκάθετο του ∆Ε, αφού ισαπέχει από τα

άκρα του.

Επίσης Α∆ = ΑΒ – ∆Β = ΑΓ – ΕΓ = ΑΕ.

Άρα και το Α ισαπέχει από τα άκρα του ∆Ε, οπότε ανήκει στην µεσοκάθετο

του. Συνεπώς η ΑΜ είναι µεσοκάθετος του ∆Ε.

10. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ φέρουµε το ύψος Α∆ προς την υποτεί-

νουσα ΒΓ. Έστω Ε, Ζ τα συµµετρικά του ∆ ως προς τις ευθείες ΑΒ

και ΑΓ αντίστοιχα. Να δείξετε ότι:

α. τα σηµεία Ε, Α, Ζ είναι συνευθειακά.

β. ΒΕ//ΓΖ

Λύση:

α. Το τρίγωνο Α∆Ζ

∆
 είναι ισοσκελές, αφού η ΑΚ

είναι ύψος και διάµεσος. Άρα Α∆ = ΑΖ. Οµοίως

αποδεικνύεται ότι Α∆ = ΑΕ. Στα ισοσκελή τρί-

γωνα Α∆Ζ

∆
 και Α∆Ε

∆
 οι ΑΚ , ΑΛ αντίστοιχα

θα είναι και διχοτόµοι, οπότε: 1 2
ˆ ˆΑ Α=  και

A

B Ã
Ì

1 2

Ä E

A

K

Ã

Ä

Ë

1

Æ

E

4

2
3

B
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3 4
ˆ ˆΑ Α= . Τότε 1 2 3 4 2 2 3 3 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΖΑΕ Α Α Α Α Α Α Α Α 2·Α 2·Α= + + + = + + + = + =

( ) ο ο

2 3
ˆ ˆ ˆ2 Α Α 2·Α 2·90 180= + = = =

Συνεπώς τα Ζ, Α, Ε είναι συνευθειακά σηµεία.

β.  Είναι οˆˆΑΕΒ Α∆Β 90= =  σαν συµµετρικές γωνίες ως προς ΑΒ, οπότε

ΒΕ ΑΕ⊥ . Οµοίως αποδεικνύεται ότι ΓΖ ΑΖ⊥ . Όµως τα ΑΕ και ΑΖ έχουν

κοινό φορέα. Άρα ΒΕ//ΓΖ σαν κάθετα στην ίδια ευθεία.
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ÂÞìá 1

ÂÞìá 2

ÂÞìá 3

Ëýíïõìå

ìüíïé ìáò
ÂÞìá 4

1. Στη γωνία ˆxΟψ  η Οz είναι εσωτερική ευθεία. Από τυχαίο σηµείο Α

της Οz φέρνουµε την ΑΒ//Ox. Να δειχθεί ότι:

α. Αν η Οz είναι διχοτόµος της ˆxΟψ , το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισοσκελές

β. Αν το τρίγωνο ΟΑΒ είναι ισοσκελές, η Οz είναι διχοτόµος της ˆxΟψ .

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

2. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και ΑΗ η διχοτόµος της Α̂ . Φέρνουµε Β∆ παράλ-

ληλη στη διχοτόµο, που τέµνει την ευθεία ΓΑ στο ∆. Να δειχθεί ότι:

α. Το τρίγωνο ΒΑ∆ ισοσκελές

β. Αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές τότε ⊥∆Β ΒΓ .

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................
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3. Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ, φέρνουµε τις διαµέσους ΒΒ΄, ΓΓ΄ και µια

ευθεία ε παράλληλη στη βάση ΒΓ που τέµνει τις διαµέσους στα σηµεία

Κ, Λ αντίστοιχα και τις πλευρές ΑΒ και ΑΓ στα σηµεία Μ και Ν. Να

δείξετε ότι ΚΜ = ΛΝ.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

4. Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι ΑΓ > ΑΒ. Στην πλευρά ΑΓ παίρνουµε τµήµα

Α∆ = ΑΒ. Να δειχθεί ότι:

α. 
ˆ

ˆ ο Α
Β∆Γ = 90 +

2
β. 

ˆ ˆ
ˆ Β - Γ

∆ΒΓ =
2

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

5. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σηµεία ∆ και Ε της ΒΓ ώστε ˆ ˆΒΑ∆ = Γ  και

ˆ ˆΓΑΕ = Β . Να βρεθεί το είδος του τριγώνου Α∆Ε.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................
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............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

6. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ = ΑΓ. Στις πλευρές του ΑΒ

και ΒΓ παίρνουµε αντίστοιχα τα σηµεία ∆ και Ε τέτοια, ώστε να εί-

ναι Α∆ = ΑΕ. Να αποδείξετε ότι: ˆ ˆΕΑΓ = 2·ΒΕ∆ .

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

7. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και οι διχοτόµοι Α∆ και ΓΕ. Αν είναι Α∆ = ΑΒ

και ΓΕ = ΒΓ να υπολογιστούν οι γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

8. Σε τρίγωνο ΑΒΓ είναι ˆ ˆΑ < 2Γ . Έστω τα σηµεία ∆ και Ε της ΑΒ και ΑΓ

αντίστοιχα τέτοια ώστε 
ˆ

ˆˆ Α
ΑΓ∆ = Ε∆Γ =

2
. Να δείξετε ότι ∆Α = ∆Ε = ΕΓ.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................
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ÂÞìá 1

ÂÞìá 2

ÂÞìá 3

ÂÞìá 4 ÅëÝã÷ïõìå ôç ãíþóç ìáò
ÂÞìá 5

Θέµα 1ο

Α. Να δείξετε ότι το άθροισµα των γωνιών κάθε τριγώνου είναι δύο ορθές

(Μονάδες 10)

Β. Να δείξετε ότι κάθε εξωτερική γωνία ενός τριγώνου είναι ίση µε το άθροισµα

των δύο απέναντι εσωτερικών γωνιών του τριγώνου.

(Μονάδες 10)

Γ. Να δείξετε ότι αν δύο ευθείες ε
1
, ε

2
 είναι παράλληλες και µία τρίτη ευθεία ε

τέµνει τη µία από αυτές θα τέµνει και την άλλη.

(Μονάδες 5)

Θέµα 20

Α. Το σηµείο Γ είναι σηµείο του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ. Από το Γ φέρνουµε

τυχαία ηµιευθεία Γx και παίρνουµε σε αυτήν τµήµατα Γ∆ = ΓΑ και ΓΕ = ΓΒ.

Να δείξετε ότι BE A∆⊥ .

(Μονάδες 12)

Β. Το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο στο Α. Στις προεκτάσεις των ΒΑ και ΓΑ προς

το µέρος της κορυφής Α παίρνουµε τµήµατα ΑΒ΄ = ΑΓ και ΑΓ΄ = ΑΒ. Να

δείξετε ότι η προέκταση του ύψους Α∆ περνάει από το µέσο Ο της Β΄Γ΄.

(Μονάδες 13)

Θέµα 30

Α. Να αποδειχθεί ότι οι διχοτόµοι των γωνιών κυρτού τετραπλεύρου, όταν τέµνο-

νται ανά δύο, σχηµατίζουν τετράπλευρο µε απέναντι γωνίες παραπληρωµατικές.

(Μονάδες 17)

Β. Σε τετράπλευρο ΑΒΓ∆ είναι ˆ ˆΑ Γ= . Να δείξετε ότι οι διχοτόµοι των γωνιών Β̂

και ∆̂  είναι παράλληλες.

(Μονάδες 8)

Θέµα 40

Α. Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι ΑΓ > ΑΒ. Φέρνουµε το ύψος ΑΗ, τη διχοτόµο Α∆ και τη
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διάµεσο ΑΜ. Να δειχθούν οι σχέσεις:

α. 
ΑΒ ΑΓ

ΑΗ
2

+<         β. ˆ ˆΒΑΗ ΓΑΗ<         γ. ∆Β < ∆Γ        δ. ∆Β < ΑΒ

(Μονάδες 16)

Β. Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουµε τη Β∆ διχοτόµο της γωνίας Β̂ . Αν

οι διχοτόµοι των γωνιών ˆ ˆΑ∆Β, Β∆Γ  τέµνουν τη ΒΓ στα Ζ, Ε να δείξετε ότι

ΕΖ = 2Β∆.

(Μονάδες 9)


