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Ο µαθητής που έχει µελετήσει το κεφάλαιο 3 θα πρέπει να

είναι σε θέση:

� Να γνωρίζει και να εφαρµόζει τα κριτήρια ισότητας τριγώνων και
ορθογωνίων τριγώνων.

� Να γνωρίζει τις ιδιότητες του ισοσκελούς τριγώνου και του ισό-
πλευρου τριγώνου.

� Να γνωρίζει την έννοια του γεωµετρικού τόπου και τους τρεις βασι-
κούς γεωµετρικούς τόπους.

� Να γνωρίζει τη σχέση µεταξύ χορδών - αποστηµάτων - τόξων -
επίκεντρων γωνιών.

� Να γνωρίζει πως βρίσκουµε το συµµετρικό ενός σχήµατος ως
προς κέντρο συµµετρίας και ως προς άξονα συµµετρίας.

� Να γνωρίζει τις σχετικές θέσεις

• ευθείας και κύκλου

• δύο κύκλων

� Να γνωρίζει τις ανισοτικές σχέσεις µεταξύ των πλευρών και των
γωνιών του ίδιου τριγώνου και δύο διαφορετικών τριγώνων.
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Στοιχεία και είδη τριγώνων

Τα τρίγωνα ανάλογα µε τις πλευρές τους χωρίζονται σε:

• Σκαληνά, αν έχουν άνισες πλευρές.

• Ισοκελή, αν έχουν δυο πλευρές ίσες. Τότε η τρίτη πλευρά λέγεται βάση

του τριγώνου και η απέναντι της κορυφή λέγεται  κορυφή αυτού.

• Ισόπλευρα, αν και οι τρείς πλευρές είναι ίσες.

Óêáëçíü ÉóïóêåëÝò Éóüðëåõñï

Τα τρίγωνα ανάλογα µε τις γωνίες τους χωρίζονται σε:

• Οξυγώνια, αν και οι τρείς γωνίες τους είναι οξείες.

• Ορθογώνια, αν έχουν µια ορθή γωνία. Τότε οι δυο πλευρές που περιέχουν

την ορθή γωνία λέγονται κάθετες και η πλευρά που είναι απέναντι απο

την ορθή λέγεται υποτείνουσα.

• Αµβλυγώνια, αν έχουν µια αµβλεία γωνία.

Ïîõãþíéï Áìâëõãþíéï Ïñèïãþíéï

∆ευτερεύοντα στοιχεία τριγώνου

Τα δευτερεύοντα στοιχεία ενός τριγώνου είναι:

• Η διάµεσος που είναι το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει µια κορυφή µε το

µέσο της απέναντι πλευράς.

• Η διχοτόµος που είναι το ευθύγραµµο τµήµα της διχοτόµου της γωνίας, απο

την κορυφή µέχρι την απέναντι πλευρά.

• Το ύψος που είναι το κάθετο ευθύγραµµο τµήµα που φέρεται απο µια κορυφή

προς την ευθεία της απέναντι πλευράς.
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ÄéÜìåóïò ¾øïòÄé÷ïôüìïò
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Κριτήρια ισότητας τριγώνων

1ο κριτήριο. Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ίσες µία προς µία και τις

περιεχόµενες σε αυτές γωνίες ίσες, τότε είναι ίσα (ΠΓΠ).

A

B Ã

ÁÂ = ÄÅ ÁÃ = ÄÆ Á = Ä

Ä

E Æ

2ο κριτήριο  Αν δύο τρίγωνα έχουν µια πλευρά και τις προσκείµενες

σε αυτή γωνίες ίσες µία προς µία, τότε τα τρίγωνα είναι

ίσα (ΓΠΓ).

Á

Â Ã

Ä

Å Æ

ÂÃ = ÅÆ Â = Å Ã = Æ

3ο κριτήριο Αν δύο τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους ίσες µία προς µία,

τότε τα τρίγωνα είναι ίσα (ΠΠΠ).
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Á

Â Ã

Ä
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ÂÃ = ÅÆ ÁÂ = ÄÅ ÁÃ = ÄÆ

Κριτήρια ισότητας ορθογωνίων τριγώνων

∆ύο ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα, όταν έχουν:

1ο κριτήριο: ∆ύο οµόλογες πλευρές τους ίσες µία προς µία.

2ο κριτήριο: Μια πλευρά και µία οξεία γωνία αντίστοιχα ίσες.

Ισοσκελές τρίγωνο

Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο:

• Οι προσκείµενες στη βάση γωνίες είναι ίσες.

• Η διχοτόµος της γωνίας της κορυφής είναι διάµεσος και ύψος.

• Η διάµεσος που αντιστοιχεί στη βάση είναι ύψος και διχοτόµος.

• Το ύψος, που αντιστοιχεί στη βάση, είναι διχοτόµος και διάµεσος

και αντίστροφα αν:

σε τρίγωνο ΑΒΓ η Α∆ είναι διχοτόµος και διάµεσος ή διχοτόµος και

ύψος ή διάµεσος και ύψος, τότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές.

Ισόπλευρο τρίγωνο

• Οι γωνίες ισόπλευρου τριγώνου είναι ίσες.

• Η διάµεσος, η διχοτόµος και το ύψος που άγονται

από κάθε κορυφή ταυτίζονται.

Γεωµετρικοί τόποι

Γεωµετρικός τόπος λέγεται το σύνολο των σηµείων

που έχουν µια κοινή χαρακτηριστική ιδιότητα. Τρεις

γνωστοί µας γεωµετρικοί τόποι είναι οι παρακάτω.

1. Κύκλος

• Όλα τα σηµεία του κύκλου ισαπέχουν από το

κέντρο του και αντίστροφα κάθε σηµείο του ε-

πιπέδου που απέχει απόσταση R από το κέντρο
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του κύκλου ανήκει σε αυτόν. Άρα ο κύκλος είναι ο γεωµετρικός τόπος των

σηµείων του επιπέδου που ισαπέχουν από σταθερό σηµείο.

2. Μεσοκάθετος ευθύγραµµου τµήµατος

• Κάθε σηµείο της µεσοκαθέτου ενός ευθύγραµµου τµήµατος ισαπέχει από

τα άκρα του και αντίστροφα κάθε σηµείο που ισαπέχει από τα άκρα ενός

τµήµατος ανήκει στη µεσοκάθετό του. Άρα η µεσοκάθετος είναι ο γεωµε-

τρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου που ισαπέχουν από τα άκρα του ευθύ-

γραµµου τµήµατος.

3. ∆ιχοτόµος γωνίας

• Κάθε σηµείο της διχοτόµου µιας γωνίας ισαπέχει από τις πλευρές της και

αντίστροφα κάθε εσωτερικό σηµείο της γωνίας που ισαπέχει από τις πλευ-

ρές είναι σηµείο της διχοτόµου. Άρα η διχοτόµος είναι ο γεωµετρικός τόπος

των σηµείων του επιπέδου που ισαπέχουν από τις πλευρές της γωνίας.

Σχέση επίκεντρης γωνίας - τόξου - χορδής - αποστήµατος

∆ύο τόξα ενός κύκλου αν και µόνο αν οι επίκεντρες γωνίες που βαί-

είναι ίσα νουν σε αυτά είναι ίσες.

∆ύο τόξα ενός κύκλου αν και µόνο αν οι αντίστοιχες χορδές τους εί-

είναι ίσα ναι ίσες.

∆ύο χορδές ενός κύκλου αν και µόνο αν τα αντίστοιχα αποστήµατά

είναι ίσες τους είναι ίσα

ö2
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Απόστηµα.

Είναι το κάθετο τµήµα που άγεται από το κέντρο

του κύκλου προς τη χορδή

Άρα το απόστηµα:

• διέρχεται από το κέντρο του κύκλου.

• είναι κάθετο στη χορδή.

• διέρχεται από το µέσο της χορδής.

• διέρχεται από το µέσο του αντίστοιχου τόξου.

• διχοτοµεί την αντίστοιχη επίκεντρη γωνία.

Κεντρική συµµετρία.

∆ύο σχήµατα Σ, Σ΄ λέγονται συµµετρικά ως προς

ένα σηµείο Ο, αν και µόνο αν κάθε σηµείο του Σ΄

είναι συµµετρικό ενός σηµείου του Σ ως προς το

Ο. Το σηµείο Ο λέγεται κέντρο συµµετρίας του

σχήµατος, που αποτελείται απο τα συµµετρικά ως

προς το Ο σχήµατα Σ και Σ΄. ∆ηλαδή ένα σηµείο

Ο λέγεται κέντρο συµµετρίας ενός σχήµατος, όταν

για κάθε σηµείο Α του σχήµατος το συµµετρικό

του Α΄, ως προς το Ο, είναι επίσης σηµείο του

σχήµατος. Ένα σχήµα µε κέντρο συµµετρίας λέµε

οτι παρουσιάζει κεντρική συµµετρία.

Αν στρέψουµε ένα σχήµα Σ, µε κέντρο συµµετρίας το Ο, κατά 180ο γύρω

από το Ο, θα πάρουµε ένα σχήµα που θα συµπίπτει µε το αρχικό.

Αξονική συµµετρία.

∆ύο σχήµατα Σ, Σ΄ λέγονται συµµετρικά ως προς

την ευθεία ε, αν και µόνο αν κάθε σηµείο του Σ΄

είναι συµµετρικό ενός σηµείου του Σ ως προς την

ε. Η ευθεία ε λέγεται άξονας συµµετρίας του σχή-

µατος που αποτελείται από τα σχήµατα Σ και

Σ΄. ∆ηλαδή µια ευθεία ε λέγεται άξονας συµµε-

O
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τρίας ενός σχήµατος, όταν για κάθε σηµείο Α του

σχήµατος το συµµετρικό του Α΄, ως προς την ε,

είναι επίσης σηµείο του σχήµατος. Ένα σχήµα

µε άξονα συµµετρίας λέµε ότι παρουσιάζει αξο-

νική συµµετρία. Αν ένα σχήµα έχει ως άξονα συµ-

µετρίας µια ευθεία ε, τότε η ε χωρίζει το σχήµα

σε δύο µέρη µε τέτοιο τρόπο, ώστε, αν διπλώσου-

µε το φύλλο κατά µήκος της ε, τα µέρη αυτα θα

ταυτιστούν.

Ανισοτικές σχέσεις

Σχέση εξωτερικής και απέναντι γωνίας.

Θεώρηµα

Κάθε εξωτερική γωνία τριγώνου είναι µεγα-

λύτερη από κάθε µια από τις απέναντι εσωτε-

ρικές.

Πoρίσµατα

• ∆ύο γωνίες ενός τριγώνου έχουν άθροισµα µι-

κρότερο από 180ο.

• Ένα τρίγωνο δεν µπορεί να έχει πάνω από µία

ορθή ή αµβλεία γωνία.

Θεώρηµα

Σε κάθε τρίγωνο απέναντι από άνισες γω-

νίες βρίσκονται οµοίως άνισες πλευρές και

αντίστροφα.

Πoρίσµατα

• Απέναντι από τη µεγαλύτερη γωνία ενός τρι-

γώνου βρίσκεται η µεγαλύτερη πλευρά.

• Ένα τρίγωνο µε δύο ίσες γωνίες είναι ισοσκελές και µε τρείς ίσες γωνίες

είναι ισόπλευρο.
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Τριγωνική ανισότητα

Κάθε πλευρά ενός τριγώνου είναι µεγαλύτερη

από τη διαφορά των δύο άλλων και µικρότε-

ρη από το άθροισµά τους.

Πόρισµα

Κάθε χορδή κύκλου είναι µικρότερη ή ίση από τη

διάµετρο του κύκλου.

Παρατήρηση

• Η τριγωνική ανισότητα για τυχαία σηµεία Α,Β,Γ του επιπέδου εκφράζεται

από τη σχέση AB AΑΓ − ΒΓ ≤ ≤ Γ + ΒΓ .

• Αν δύοτρίγωνα έχουν δύο πλευρές ίσες και τις περιεχόµενες γωνίες άνι-

σες, τότε και οιτρίτες πλευρές είναι όµοια άνισες και αντίστροφα.

Κάθετες και πλάγιες ευθείες

Θεώρηµα

Αν από ένα σηµείο εκτός ευθείας φέρουµε το κάθετο και δύο πλάγια

τµήµατα τότε:

• Αν τα δύο πλάγια τµήµατα είναι ίσα µεταξύ τους τότε τα ίχνη τους

ισαπέχουν από το ίχνος της καθέτου και αντίστροφα.

• Αν τα δύο πλάγια τµήµατα είναι άνισα µεταξύ τους τότε οι αποστά-

σεις των ιχνών τους από το ίχνος της καθέτου είναι οµοιοτρόπως

άνισες και αντίστροφα.

• Το κάθετο τµήµα είναι µικρότερο από οποι-

οδήποτε πλάγιο.

Σχετικές θέσεις ευθείας και κύκλου

Έστω κύκλος (Ο,ρ) και ΟΣ η απόσταση µιας ευ-

θείας ε από το κέντρο Ο.

• Αν ισχύει ΟΣ > ρ τότε η ευθεία δεν έχει κανένα

κοινό σηµείο µε τον κύκλο και λέγεται εξωτερι-

κή του κύκλου.

• Αν ισχύει ΟΣ = ρ τότε η ευθεία έχει ένα κοινό

σηµείο µε τον κύκλο και λέγεται εφαπτόµενη του

κύκλου και είναι µοναδική  για το συγκεκριµένο

σηµείο επαφής. Η ακτίνα που καταλήγει στο

σηµείο επαφής είναι κάθετη στην εφαπτόµενη.

• Αν ισχύει ΟΣ < ρ τότε η ευθεία έχει δύο κοινά σηµεία
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µε τον  κύκλο και λέγεται τέµνουσα του κύκλου.

Εφαπτοµένη κύκλου

Μια ευθεία που έχει µόνο ένα κοινό σηµείο µε τον κύκλο λέγεται εφαπτοµέ-

νη του κύκλου

Η εφαπτοµένη:

• Είναι κάθετη στην ακτίνα που καταλήγει στο σηµείο επαφής.

• Σε κάθε σηµείο του κύκλου είναι µοναδική.

Θεώρηµα

Μια ευθεία και ένας κύκλος έχουν το πολύ δύο κοινά σηµεία.

Πόρισµα

Τρια σηµεία ενός κύκλου δεν µπορεί να είναι συνευθειακά.

∆ιακεντρική ευθεία

∆ιακεντρική ευθεία σηµείου Σ  λέγεται η ευθεία

ΣΟ η οποία διέρχεται από το σηµείο Σ και το  κέ-

ντρο Ο του κύκλου.

Έστω κύκλος µε κέντρο Ο και ακτίνα R, Σ σηµείο

εκτός του κύκλου και ΣΑ, ΣΒ τα εφαπτόµενα τµή-

µατα από το Σ προς τον κύκλο. Τα τρίγωνα ΣΟΑ
∆

και ΣΟΒ
∆

 είναι ίσα, εποµενως τα εφαπτόµενα

τµήµατα ΣΑ, ΣΒ είναι ίσα.

Τότε η διακεντρική ευθεία:

• είναι µεσοκάθετος της χορδής ΑΒ

• διχοτοµεί τη γωνία ˆΑΟΒ

• διχοτοµεί τη γωνία ˆΑΣΒ

Σχετικές θέσεις δύο κύκλων

Έστω κύκλοι (Ο, R) και (Κ, ρ) µε R > ρ. Το ευθύγραµµο τµήµα ΚΟ που

ενώνει τα κέντρα των δύο κύκλων λέγεται διάκεντρος. Έστω ΚΟ = δ.

 • Αν ισχύει δ > R + ρ τότε οι κύκλοι δεν έχουν κανένα  κοινό σηµείο.

• Αν ισχύει δ = R + ρ  τότε οι κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά στο σηµείο τοµής

τους µε τη διάκεντρο.

• Αν ισχύει R – ρ < δ < R + ρ τότε οι κύκλοι έχουν δύο  κοινά σηµεία τα
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οποία είναι τα άκρα της κοινής χορδής τους.

• Αν ισχύει δ = R – ρ τότε οι κύκλοι εφάπτονται

εσωτερικά.

• Αν ισχύει δ < R – ρ τότε ο κύκλος (Κ,ρ) είναι

εσωτερικός του  κύκλου (Ο,R).

Θεώρηµα Η διάκεντρος δύο τεµνόµενων

κύκλων είναι µεσοκάθετος της

κοινής χορδής τους. Στην  πε-

ρίπτωση που οι δύο κύκλοι εί-

ναι ίσοι, η κοινή χορδή είναι

µεσοκάθετος της διακέντρου.

Θεώρηµα Κάθε εξωτερική γωνία ενός τρι-

γώνου είναι µεγαλύτερη από κα-

θεµία από τις απέναντι γωνίες

του τριγώνου.

Πόρισµατα.

i. Κάθε τρίγωνο έχει το πολύ µια γωνία ορθή ή

αµβλεία.

ii. Το άθροισµα δύο γωνιών κάθε τριγώνου είναι µι-

κρότερο των 180ο.
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38. Επαναλαµβάνουµε τις ασκήσεις “κλειδιά”Βήµα 2ο

Α.  Από το σχολικό βιβλίο

ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ έκδοση 2003.

σ. 38: Ασκήσεις Εµπέδωσης 1, 2, 3, 4

Αποδεικτικές Ασκήσεις 1, 2, 3

σ. 43: Ασκήσεις Εµπέδωσης 1, 3

Αποδεικτικές Ασκήσεις 1, 2, 3

Σύνθετα θέµατα 2

σ. 48: Ασκήσεις Εµπέδωσης 1, 2, 3

Αποδεικτικές Ασκήσεις 1, 4, 5

σ. 57: Ερωτήσεις Κατανόησης  1 ,3

Ασκήσεις Εµπέδωσης 1, 2, 5, 6, 7, 8

Αποδεικτικές Ασκήσεις 2, 3, 5

Σύνθετα θέµατα 1, 3

σ. 63: Ασκήσεις Εµπέδωσης 1, 2

Αποδεικτικές Ασκήσεις  2, 3

σ. 66: Αποδεικτικές Ασκήσεις 3

σ. 70: Γενικές Ασκήσεις 5, 6

ÂÞìá 1
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39.Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις Βήµα 3ο

1. Να αποδείξετε ότι το µέσο Μ τόξου �AB  ισαπέχει από τις ακτίνες που

αντιστοιχούν στα άκρα του τόξου και µάλιστα απόσταση ίση µε το µισό

της αντίστοιχης χορδής.

Λύση:

Φέρουµε ΜΕ ΟΑ, ΜΖ ΟΒ⊥ ⊥ . Θα δείξουµε ότι:

ΑΒ
ΜΕ ΜΖ

2
= = . Η ακτίνα ΟΜ είναι διχοτόµος της

ˆΑΟΒ , αφού ˆ ˆΑΟΜ ΒΟΜ= , διότι � �AΜ ΜΒ=  και σε

ίσα τόξα του ίδιου κύκλου αντιστοιχούν ίσες επίκε-

ντρες γωνίες. Άρα τα ορθογώνια τρίγωνα ΕΟΜ
∆

 και

ΖΟΜ
∆

 είναι ίσα, διότι έχουν: (1) ΟΜ ΟΜ=  (κοινή)

        (2) ˆ ˆΕΟΜ ΖΟΜ=  (το αποδείξαµε παραπάνω).

Συνεπώς ΜΕ ΜΖ=     (1)

Επειδή το Μ είναι µέσο του �AB , ως γνωστόν ισχύει ΟΜ ΑΒ⊥  και αν ∆ είναι

το σηµείο τοµής των ΟΜ και ΑΒ, το ∆ είναι µέσο του ΑΒ.

Τα ορθογώνια τρίγωνα ΟΑ∆, ΟΜΕ
∆ ∆

 έχουν:

(1)    ΟΑ = ΟΜ (ως ακτίνες του κύκλου)

 (2)    ˆ ˆΑΟ∆ ΕΟΜ=  (κοινή)

Άρα τα τρίγωνα ΟΑ∆
∆

 και ΟΜΕ
∆

 είναι ίσα, οπότε είναι:

ΑΒ
ΜΕ Α∆ ΜΕ

2
= ⇔ =    (2).

Από τις (1) και (2) παίρνουµε:
ΑΒ

ΜΕ ΜΖ
2

= = .

2. Στο εσωτερικό ισοσκελούς τριγώνου 
∆

ΑΒΓ  (ΑΒ = ΑΓ), παίρνουµε ση-

µείο ∆ το οποίο ισαπέχει από τα άκρα της βάσης του. Να αποδείξετε

ÂÞìá 1

ÂÞìá 2
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ότι το ∆ ισαπέχει και από τα ίσα σκέλη του τριγώνου.

Λύση:

Επειδή το ∆ ισαπέχει από τα Β, Γ συµπεραίνουµε

ότι ανήκει στην µεσοκάθετο του ΒΓ. Όπως είναι

γνωστό η µεσοκάθετος της βάσης ισοσκελούς τρι-

γώνου διέρχεται από την κορυφή του, αφού και αυτή

ισαπέχει από τα άκρα της βάσης. Άρα η Α∆ είναι

ύψος και διάµεσος του 
∆

ΑΒΓ , οπότε θα είναι και

διχοτόµος. Επειδή λοιπόν το ∆ ανήκει στην διχοτό-

µο της Α̂ , θα ισαπέχει από τις πλευρές της.

3. Έστω ισοσκελές τρίγωνο 
∆

ΑΒΓ  (ΑΒ = ΑΓ). Εκατέρωθεν της ΒΓ φέ-

ρουµε στα άκρα της Β και Γ ηµιευθείες κάθετες σ’αυτήν, επί των οποί-

ων παίρνουµε τα ίσα τµήµατα Β∆ και ΓΕ. Αφού δείξετε ότι τα ευθύ-

γραµµα τµήµατα ΒΓ και ∆Ε τέµνονται, έστω σε σηµείο Μ, στη συνέ-

χεια να δείξετε ότι ⊥ΑΜ ΒΓ .

Λύση:

Εφόσον τα ∆, Ε βρίσκονται εκατέρωθεν του ΒΓ και

τα Β, Γ εκατέρωθεν του ∆Ε, τα ευθύγραµµα τµήµα-

τα ΒΓ και ∆Ε τέµνονται σε εσωτερικό τους σηµείο

Μ. Τα ορθογώνια τρίγωνα ΜΒ∆

∆
 και ΜΓΕ

∆
 έχουν:

(1) Β∆ = ΓΕ (υπόθεση).

(2) 1 2
ˆ ˆΜ Μ=  (ως κατακορυφήν γωνίες).

Άρα ΜΒ∆ ΜΓΕ

∆ ∆
= , οπότε ΜΒ = ΜΓ. ∆ηλαδή το Μ

είναι µέσο του ΒΓ. Συνεπώς στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ

∆
 η ΑΜ είναι η διάµε-

σος που αντιστοιχεί στην βάση του ΒΓ, άρα θα είναι και ύψος, δηλαδή ΑΜ ΒΓ⊥ .

4. Σε κάθε σκαληνό τρίγωνο 
∆

ΑΒΓ , η διχοτόµος Α∆ χωρίζει την πλευρά ΒΓ

σε τµήµατα οµοίως άνισα µε τις προσκείµενες πλευρές του τριγώνου.

Λύση:

Έστω ΑΒ < ΑΓ. Θα δείξουµε ότι: ∆Β < ∆Γ. Στην ΑΓ παίρνουµε τµήµα ΑΕ = ΑΒ.

Τότε τα τρίγωνα  Α∆Β, Α∆Ε
∆ ∆

 έχουν:

(1) Α∆ = Α∆ (κοινή)
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(2) ΑΒ = ΑΕ (από κατασκευή)

(3) 1 2
ˆ ˆΑ Α=  (Α∆: διχοτόµος της Α̂ )

Άρα Α∆Β Α∆Ε

∆ ∆
= (ΠΓΠ), οπότε: ∆Β = ∆Ε (1) και

1
ˆ ˆΒ Ε=  (2) άρα εξ 2

ˆ ˆΒ Ε=  (παραπληρώµατα ίσων γωνιών).

Όµως 
εξ

ˆ ˆΒ Γ>  άρα 2
ˆ ˆΕ Γ> , οπότε από το τρίγωνο

Ε∆Γ

∆
 συµπεραίνουµε ότι 

(1)

∆Γ ∆Ε ∆Γ ∆Β> ⇔ > . Οµοίως αποδεικνύεται και στην

περίπτωση που ΑΒ > ΑΓ.

5. Σε τρίγωνο 
∆

ΑΒΓ  µε β > γ, να δείξετε ότι: δ
α
 < µ

α
.

Λύση:

Φέρουµε Α∆ = δ
α
, ΑΜ = µ

α
 και το ύψος ΑΕ.

Όπως αποδείξαµε στην προηγούµενη άσκηση,

αφού ΑΒ < ΑΓ θα ισχύει:

∆Β ∆Γ ∆Β ∆Β ∆Β ∆Γ 2·∆Β ΒΓ< ⇔ + < + ⇔ < ⇔

ΒΓ
∆Β ∆Β ΜΒ

2
⇔ < ⇔ < ⇔

∆Β ΕΒ ΜΒ ΕΒ ∆Ε ΜΕ⇔ − < − ⇔ <
Όµως, αν τα ίχνη δύο πλαγίων τµηµάτων απέχουν άνισα από το ίχνος της κάθετης,

τότε τα πλάγια τµήµατα είναι όµοιως άνισα. Άρα Α∆ < ΑΜ ή δ
α
 < µ

α
.

6. Σε τρίγωνο 
∆

ΑΒΓ  θεωρούµε τυχαίο σηµείο Κ της πλευράς ΒΓ. Να δείξετε

ότι: τ – α < ΑΚ < τ.

Λύση:

Από τα τρίγωνα 
∆

ΑΒΚ, ΑΓΚ
∆

, έχουµε:

• ΑΒ < ΒΚ + ΑΚ   (1)

• ΑΓ < ΓΚ + ΑΚ    (2)

Προσθέτουµε τις (1) και (2) κατά µέλη και έχουµε:

( )ΑΒ ΑΓ ΒΚ ΓΚ 2ΑΚ γ β α 2ΑΚ+ < + + ⇔ + < + ⇔

( )γ β α 2ΑΚ 2τ α α 2ΑΚ 2τ 2α 2ΑΚ⇔ + − < ⇔ − − < ⇔ − < ⇔

( )2 τ α 2ΑΚ τ α ΑΚ⇔ − < ⇔ − <    (3)

Επίσης από τα ίδια τρίγωνα έχουµε:

A

Ã
B

E

1

1

Ä

2

2

A

ÃB
E Ä M

âã

A

ÃB

âã

Êá
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• ΑΚ < ΑΒ + ΒΚ   (4)

• ΑΚ < ΑΓ + ΚΓ   (5)

Προσθέτουµε τις (4), (5) κατά µέλη και έχουµε:

( )2ΑΚ ΑΒ ΑΓ ΒΚ ΚΓ 2ΑΚ γ β α 2ΑΚ 2·τ ΑΚ τ< + + + ⇔ < + + ⇔ < ⇔ <    (6)

Από (3) και (6) έχουµε: τ – α < ΑΚ < τ

7. Σε τετράπλευρο ΑΒΓ∆ θεωρούµε τυχαίο σηµείο

Κ στο εσωτερικό του. Να δείξετε ότι:

α. 
1 3
ρ < ΚΑ +ΚΒ +ΚΓ +Κ∆ < ρ

2 2

β. ≤ΑΓ +Β∆ ΚΑ +ΚΒ +ΚΓ +Κ∆

όπου ρ = ΑΒ + ΒΓ + Γ∆ + ∆Α .

Λύση:

α. Από τα τρίγωνα ΚΑΒ, ΚΒΓ, ΚΓ∆, Κ∆Α
∆ ∆ ∆ ∆

 έχουµε:

( )
( )

ΑΒ ΚΑ ΚΒ

ΒΓ ΚΒ ΚΓ 1
ρ 2 ΚΑ ΚΒ ΚΓ Κ∆ ρ ΚΑ ΚΒ ΚΓ Κ∆

Γ∆ ΚΓ Κ∆ 2

∆Α Κ∆ ΚΑ

+

• < + 
• < + ⇒ < + + + ⇔ < + + +• < + 
• < + 

 (1)

Επειδή το Κ είναι εσωτερικό σηµείο του ΑΒΓ∆ έχουµε:

( ) ( )
( )

ΚΑ ΚΒ Α∆ ∆Γ ΓΒ

ΚΒ ΚΓ ΒΑ Α∆ ∆Γ
2 ΚΑ ΚΒ ΚΓ Κ∆ 3 ΑΒ ΒΓ Γ∆ ∆Α

ΚΓ Κ∆ ΓΒ ΒΑ Α∆

Κ∆ ΚΑ ∆Γ ΓΒ ΒΑ

+

• + < + + 
• + < + + ⇒ + + + < + + + ⇔• + < + + 
• + < + + 

3
ΚΑ ΚΒ ΚΓ Κ∆ ρ

2
⇔ + + + <    (2)

Από (1) και (2) προκύπτει ότι: 
1 3
ρ ΚΑ ΚΒ ΚΓ Κ∆ ρ

2 2
< + + + <

β. Για την τριάδα των σηµείων Κ, Α, Γ ισχύει:

ΑΓ ΚΑ ΚΓ≤ +   (3) (το ίσον ισχύει αν το Κ ανήκει στο ευθύγραµµο τµήµα

ΑΓ). Οµοίως και Β∆ ΚΒ Κ∆≤ +    (4)

Οπότε από (3) και (4) έχουµε ΑΓ Β∆ ΚΑ ΚΒ ΚΓ Κ∆+ ≤ + + +
Το ίσον ισχύει αν το Κ είναι το σηµείο τοµής των ΑΓ, Β∆.
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8. Έστω γωνία ˆxOy  και τυχαίο σηµείο Κ της διχοτόµου της Οδ. Αν ⊥KA Ox ,

ποιά είναι η σχετική θέση του κύκλου (Κ, ΚΑ) µε την ευθεία Οy.

Λύση:

Ως γνωστόν η σχετική θέση µιας ευθείας και ενός

κύκλου εξαρτάται από την απόσταση του κέντρου του

κύκλου από την ευθεία. Γι’αυτό φέρουµε την

KB Oy⊥  και θα την συγκρίνουµε µε την ακτίνα του

κύκλου. Επειδή το Κ ανήκει στην διχοτόµο της ˆxOy ,

θα ισαπέχει από τις πλευρές της. Άρα ΚΒ = ΚΑ.

Συνεπώς ο (Κ, ΚΑ) εφάπτεται στην ευθεία Οy.

9. Έστω δύο κύκλοι (Κ, R) και (Λ, ρ) µε R > ρ, που δεν τέµνονται. Φέ-

ρουµαι τις κοινές εξωτερικές εφαπτόµενες τους. Να δείξετε ότι:

α. τέµνονται σε σηµείο της διακέντρου.

β. οι µεσοκάθετοι των κοινών εξωτερικών εφαπτόµενων τµηµάτων

τέµνονται σε σηµείο της διακέντρου.

Λύση:

α. Στον (Κ, R) η διάκεντρος ΟΚ διχοτοµεί τη γω-

νία ˆAOB  των εφαπτοµένων τµηµάτων. Οµοί-

ως στον (Λ, ρ) η ΟΛ διχοτοµεί την ˆΓΟ∆ . Επει-

δή όµως η διχοτόµος γωνίας είναι µοναδική, συ-

µπεραίνουµε ότι οι ευθείες ΟΚ και ΟΛ ταυτίζο-

νται. Άρα, το Ο ανήκει στην διάκεντρο ΚΛ.

β. Έστω Ζ το σηµείο τοµής της διακέντρου ΚΛ

και της µεσοκαθέτου του ΑΓ. Τότε ΑΖ = ΖΓ   (1).

Αρκεί να δείξουµε ότι το Ζ ανήκει στην µεσοκάθετο του Β∆, δηλαδή αρκεί

να δείξουµε ότι: ΖΒ = Ζ∆.

Τα τρίγωνα ΖΟΓ
∆

 και ΖΟ∆
∆

 έχουν: • ΟΖ = ΟΖ (κοινή)

• ΟΓ = Ο∆ (εφαπτόµενα τµήµατα)

• 1 2
ˆ ˆΟ Ο=  (ΟΛ διχοτόµος της ˆΓΟ∆ )

Άρα ΖΟΓ ΖΟ∆
∆ ∆

=  (ΠΓΠ), οπότε: ΖΓ = Ζ∆   (2)

Οµοίως αποδεικνύεται ότι ΖΟΑ ΖΟΒ
∆ ∆

= , οπότε ΖΑ = ΖΒ   (3)

Η (1) δια µέσου των (2) (3) γίνεται ΖΒ = Ζ∆.
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44. Λύνουµε µόνοι µαςΒήµα 4ο

1. Έστω τρίγωνο 
∆

ΑΒΓ  και Σ εσωτερικό σηµείο του. Οι ΒΣ και ΓΣ

τέµνουν τις ΑΓ και ΑΒ στα Ε και ∆ αντίστοιχα. Αν  Β∆ = ΓΕ  και

� �
Β∆Ε = ΓΕ∆  δείξτε ότι το τρίγωνο 

∆

ΑΒΓ  είναι ισοσκελές.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

2. Έστω κύκλος (Ο,ρ) και Κ τυχαίο σηµείο του. Αν ο κύκλος (Κ,ρ)

τέµνει τον προηγούµενο στα σηµεία Α και Β, δείξτε ότι:

α. οι γωνίες �ΑΟΒ  και �ΑΚΒ  είναι ίσες και η ΟΚ είναι διχοτόµος τους.

β. οι ΟΚ και ΑΒ είναι κάθετες.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................
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............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

3. Έστω ισοσκελές τρίγωνο 
∆

ΑΒΓ  και ευθεία ε παράλληλη στην βάση ΒΓ

που τέµνει τις ΑΒ και ΑΓ στα ∆ και Ε αντίστοιχα. Αν Η και Θ είναι οι

προβολές των ∆ και Ε αντίστοιχα πάνω στην ΒΓ, δείξτε ότι  ΒΗ = ΓΘ.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

4. Αν δύο τρίγωνα έχουν µια πλευρά, µια προσκείµενη γωνία και την

αντίστοιχη διχοτόµο της ίσες, τότε τα τρίγωνα είναι ίσα.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................
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............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

5. Να δείξετε ότι αν ενώσουµε τα µέσα των πλευρών ενός ισοσκελούς τριγώνου,

σχηµατίζεται ισοσκελές τρίγωνο.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

6. ∆ίνεται γωνία �χΟψ και τυχαίο σηµείο Σ της διχοτόµου Οδ. Πάνω στην Οχ παίρ-

νουµε τµήµατα ΟΑ, ΟΒ και στην Οψ παίρνουµε ΟΓ = ΟΑ  και  Ο∆ = ΟΒ. Να

δείξετε ότι τα τρίγωνα 
∆

ΣΑΒ  και 
∆

ΣΓ∆  είναι ίσα.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................
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............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

7. Έστω Σ τυχαίο σηµείο της µεσοκαθέτου ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ.

Η κάθετος προς τη ΣΑ στο Σ τέµνει την ΑΒ στο Ε και η κάθετος προς

τη ΣΒ στο Σ τέµνει την ΑΒ στο Η. ∆είξτε ότι το Σ βρίσκεται στη

µεσοκάθετο του ΗΕ.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

8. Έστω τα ισοσκελή τρίγωνα ΑΒΓ και Α∆Ε µε κοινή κορυφή την Α και
� �ΒΑΓ = ∆ΑΕ . Να δείξετε ότι Β∆ = ΓΕ ή ΒΕ = Γ∆.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................
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9. Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) και ευθείες ε
1
 και ε

2
 παράλ-

ληλες στη βάση του που τέµνουν την ΑΒ στα Ε και Η και την ΑΓ στα

Ζ και Θ. ∆είξτε ότι τα τρίγωνα ΒΖΘ και ΓΕΗ είναι ίσα.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

10. Σε τρίγωνο ΑΒΓ προεκτείνουµε τις πλευρές ΑΒ και ΑΓ κατά τµήµα-

τα ΒΕ = ΑΒ και ΓΖ = ΑΓ αντίστοιχα. Να δείξετε ότι τα σηµεία Ε και

Ζ ισαπέχουν από τη ΒΓ.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

11. Αποδείξτε ότι αν ένα τρίγωνο έχει δύο ύψη ίσα µεταξύ τους τότε

είναι ισοσκελές και αντίστροφα.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................
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ÂÞìá 1

ÂÞìá 2

ÂÞìá 3

ÂÞìá 4 ÅëÝã÷ïõìå ôç ãíþóç ìáò
ÂÞìá 5

Θέµα 1ο

Α. Να δείξετε ότι αν δύο τόξα ενός κύκλου είναι ίσα τότε και οι χορδές τους είναι

ίσες και αντίστροφα αν οι χορδές δύο τόξων ενός κύκλου µικρότερων του ηµικυ-

κλίου είναι ίσες τότε και τα τόξα είναι ίσα.

(Μονάδες 12)

Β. Να δείξετε ότι κάθε σηµείο της διχοτόµου µιας γωνίας ισαπέχει από τις πλευρές

της και αντίστροφα κάθε εσωτερικό σηµείο της γωνίας που ισαπέχει απο τις

πλευρές είναι σηµείο της διχοτόµου.

(Μονάδες 13)

Θέµα 20

Α. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και Αx η διχοτόµος της γωνίας Α̂ . Επάνω στην Ax

παίρνουµε τα σηµεία Μ και Ν έτσι ώστε ΑΜ = ΑΒ και ΑΝ = ΑΓ. Να δείξε-

τε ότι ΒΝ = ΓΜ.

(Μονάδες 12)

Β. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Φέρνουµε ΑΕ ΑΓ⊥  και ΑΕ = ΑΓ µε Α∆ ΑΒ⊥  µε

Α∆ = ΑΒ. Έστω Ζ, Θ τα µέσα των Γ∆, ΒΕ. Να δείξετε ότι ΑΖ = ΑΘ.

(Μονάδες 13)

Θέµα 30

Α. ∆ίνονται οι κύκλοι (Κ,R) και (Λ,ρ) που εφάπτονται εξωτερικά στο Α. Από το Α

φέρνουµε ευθεία που τέµνει τους κύκλους (Κ,R), (Λ,ρ) στα σηµεία Β και Γ αντί-

στοιχα. Αν (ε) είναι η εφαπτοµένη του κύκλου (Κ,R) στο σηµείο Β, να δείξετε ότι:

i. ˆ ˆΛΓΑ ΚΒΑ= ii. ( )ΓΛ ε⊥
(Μονάδες 12)

Β. Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ και εξωτερικά από αυτό τα ισόπλευρα τρίγωνα

ΑΒΕ, ΒΓ∆ και ΑΓΗ. Να δείξετε ότι το τρίγωνο Ε∆Η είναι ισοσκελές.

(Μονάδες 13)



50. Ελέγχουµε τη γνώση µαςΒήµα 5ο

Θέµα 40

Στις πλευρές Οχ και Οψ µιας γωνίας ˆxΟy  παίρνουµε αντίστοιχα ίσα τµήµατα

ΟΑ = ΟΒ. Στο εσωτερικό της γωνίας φέρνουµε ηµιευθείες Οζ και Οη τέτοιες ώστε

� �χΟζ ψΟη=  και �
�χΟψ

χΟζ
2

< . Στις ηµιευθείες Οζ και Οη παίρνουµε αντίστοιχα ίσα

τµήµατα ΟΜ = ΟΝ. Αν οι ΑΝ και ΒΜ τέµνονται στο Σ να δείξετε ότι:

i. Τα τρίγωνα ΣΑΜ και ΣΒΝ είναι ίσα.

ii. Η διχοτόµος της �χΟψ  διέρχεται από το Σ.

(Μονάδες 25)


