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Ο µαθητής που έχει µελετήσει το κεφάλαιο 2 θα πρέπει να

είναι σε θέση:

� Να γνωρίζει τις πρωταρχικές έννοιες της Γεωµετρίας (σηµείο,ευθ-
εία , επίπεδο).

� Να γνωρίζει τα βασικά γεωµετρικά σχήµατα (ευθύγραµµο τµήµα,
γωνία , κύκλος , επίπεδο ευθύγραµµο σχήµα).



10. Μαθαίνουµε τις αποδείξειςΒήµα 1ο
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11.Μαθαίνουµε τις αποδείξεις Βήµα 1ο



12. Μαθαίνουµε τις αποδείξειςΒήµα 1ο



13.Επαναλαµβάνουµε τις ασκήσεις “κλειδιά” Βήµα 2ο

Α.  Από το σχολικό βιβλίο

ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ έκδοση 2003.

σ. 14: Αποδεικτικές Ασκήσεις 1, 2

σ. 20: Ασκήσεις Εµπέδωσης 1

Αποδεικτικές Ασκήσεις 1,2, 3

Σύνθετα Θέµατα 1

σ. 25: Ερωτήσεις Κατανόησης όλες

Αποδεικτικές Ασκήσεις 1

σ. 28: Ασκήσεις Εµπέδωσης 3, 4

Αποδεικτικές Ασκήσεις 1,2, 3

σ. 30: Γενικές Ασκήσεις 4, 5
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14. Λύνουµε περισσότερες ασκήσειςΒήµα 3ο

1. Σε ευθεία ε θεωρούµε διαδοχικά τα σηµεία Α, Β, Γ, ∆ µε ΑΒ = 2·ΒΓ και

Α∆ = 2·Γ∆. Να δείξετε ότι: 
2·ΑΒ·Α∆

ΑΓ =
ΑΒ + Α∆

Λύση:

Έχουµε 
1

Α∆ 2·Γ∆ Γ∆ Α∆
2

= ⇔ = .

Άρα Γ µέσο Α∆, οπότε:
1

ΑΓ Α∆ Α∆ 2·ΑΓ
2

= ⇔ =    (1)

Επίσης 
1

ΑΒ 2·ΒΓ ΑΒ ΒΓ 3·ΒΓ ΑΓ 3·ΒΓ ΒΓ ΑΓ
3

= ⇔ + = ⇔ = ⇔ =    (2)

Άρα: 
(2) 2

ΑΒ 2·ΒΓ ΑΒ ΑΓ
3

= ⇔ =    (3)

Συνεπώς 

2 22 8 8
2· ΑΓ·2·ΑΓ ΑΓ ΑΓ2·ΑΒ·Α∆ 3 3 3

ΑΓ
2 82ΑΒ Α∆
ΑΓ 2·ΑΓ ΑΓ2 ΑΓ

3 33

= = = =
+  + +  

 ο.ε.δ.

2. Σε ευθεία ε θεωρούµε διαδοχικά Α, Β, Γ, ∆ και έστω Κ, Λ, Μ τα µέσα

των ΑΒ, ΒΓ, Γ∆ αντίστοιχα. Να δείξετε ότι:

α. 
Α∆+ΒΓ

ΚΜ =
2

β. Αν ΑΒ = Γ∆, ποιά είναι η θέση του Λ στο Α∆ και στο ΚΜ.

Λύση:

α. Είναι: 
ΑΒ Γ∆

ΚΜ ΚΒ ΒΓ ΓΜ ΒΓ
2 2

= + + = + + =

ÂÞìá 1
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15.Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις Βήµα 3ο

( )ΑΒ 2·ΒΓ Γ∆ ΑΒ ΒΓ Γ∆ ΒΓ Α∆ ΒΓ

2 2 2

+ + + + + += = =

β. Έχουµε:

• ΑΛ ΑΒ ΒΛ Γ∆ ΛΓ Λ∆= + = + =  δηλαδή Λ µέσο

Α∆.

• 
ΑΒ Γ∆

ΚΛ ΚΒ ΒΛ ΒΛ ΛΓ ΓΜ ΛΓ ΛΜ
2 2

= + = + = + = + =  δηλαδή Λ µέσο ΚΜ

3. Να δείξετε ότι η διαφορά της συµπληρωµατικής γωνίας µιας οξείας

γωνίας ω̂  από την παραπληρωµατική της είναι µια ορθή γωνία.

Λύση:

Συµπληρωµατική της ω̂ : ( )ο90 ω−

Παραπληρωµατική της ω̂ : ( )ο180 ω−

Άρα ( ) ( )ο ο ο ο ο180 ω 90 ω 180 ω 90 ω 90− − − = − − + =

4. Να βρεθεί γωνία ω της οποίας η παραπληρωµατική της είναι ίση µε τα

5
2

 της συµπληρωµατικής της.

Λύση:

( ) ( ) ( )ο o o ο ο ο
5

180 ω 90 ω 2 180 ω 5· 90 ω 360 2ω 450 5ω
2

− = − ⇔ − = − ⇔ − = − ⇔

ο ο ο ο5ω 2ω 450 360 3ω 90 ω 30⇔ − = − ⇔ = ⇔ =

5. Έστω 3 διαδοχικές γωνίες ˆ ˆ ˆΑΟΒ, ΒΟΓ, ΓΟ∆  µε τις ηµιευθείες ΟΑ, Ο∆

αντικείµενες. Αν Οx, Οy, Oz  είναι οι διχοτόµοι τους αντίστοιχα και

⊥Oy A∆ , να υπολογιστούν οι γωνίες ˆ ˆ ˆΑΟΒ, ΒΟΓ, ΓΟ∆ , αν είναι γνω-

στό ότι: ˆxOz = φ .

Λύση:

Είναι: oˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆΑΟΒ ΑΟy yΟB 90 yΟB yΟ∆ yΟΓ ΓΟ∆= − = − = − = δηλαδή ˆ ˆΑΟB ΓΟ∆=    (1)
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16. Λύνουµε περισσότερες ασκήσειςΒήµα 3ο

Οπότε 
(1)ˆ ˆAΟB ΓΟ∆ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆxΟy xΟB BΟy yΟΓ yΟΓ ΓΟz yΟΓ yΟz

2 2
= + = + = + = + =

δηλαδή η Οy είναι διχοτόµος της ˆxΟz .

Άρα 
φˆ ˆxΟy yΟz
2

= = . Ακόµα:

( ) o oφˆ ˆ ˆ ˆΑΟB 2·ΑΟx 2 ΑΟy xΟy 2 90 180 φ
2

 = = − = − = −  

οπότε η οˆ(1) γίνεται ΓΟ∆ 180 φ= − .

Συνεπώς

( )ο ο οˆ ˆΒΟΓ 180 2·ΑΟΒ 180 2 180 φ= − = − − = ο ο ο180 360 2φ 2φ 180− + = −

Παρατήρηση: Πρέπει ο ο2φ 180 0 φ 90− > ⇔ > .

6. Έστω γωνίες ˆ ˆAOB, AOΓ  µε ΟΓ εσωτερική ηµιευθεία της ˆAOB  και Οx,

Οy οι διχοτόµοι τους αντίστοιχα. Να δείξετε ότι η γωνία των διχοτόµων

ισούται µε την ηµιδιαφορά των ˆAOB  και ˆAOΓ . Να υπολογιστεί η ˆxOy

αν ⊥OB OΓ .

Λύση:

Θα δείξουµε ότι: 
ˆ ˆAOB AOΓˆxOy

2

−=

Έχουµε:

ˆ ˆ ˆ ˆAOB AOΓ AOB AOΓˆ ˆ ˆxOy xOΑ yOA
2 2 2

−= − = − =

Αν OB OΓ⊥  τότε oˆBOΓ 90= , οπότε:

o
o

ˆ ˆ ˆAOB AOΓ BOΓ 90ˆxOy 45
2 2 2

−= = = =

7. Σε ηµικύκλιο διαµέτρου ΑΒ και κέντρου Ο, θεωρούµε τα σηµεία Γ, ∆.

Αν Μ, Ν είναι τα µέσα των �AΓ  και �Β∆  αντίστοιχα, να δείξετε ότι

�
� �AB + Γ∆

ΜΝ =
2

 ή �
� �A∆ +ΒΓ

ΜΝ =
2

.
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17.Λύνουµε περισσότερες ασκήσεις Βήµα 3ο

A

N

Ä

B
O

Ã

M

A

N

Ä

B
O

Ã
M

Λύση:

1η περίπτωση:

Αν το Γ είναι µεταξύ Α, ∆. Τότε:

� � � �
�

�
�AΓ Β∆

ΜΝ ΜΓ Γ∆ ∆Ν Γ∆
2 2

= + + = + + =

� � � � � �( ) � � �AΓ 2·Γ∆ Β∆ AΓ Γ∆ Β∆ Γ∆ AB Γ∆

2 2 2

+ + + + + += = =

2η περίπτωση:

Αν το ∆ είναι µεταξύ των Α, Γ. Τότε:

� � � � � � �
� �
Β∆ AΓ

ΜΝ ΑΝ ΑΜ ΑΒ ΒΝ ΑΜ AB
2 2

= − = − − = − − =

� � � � �( ) � �( ) � �2·AB Β∆ AΓ AB Β∆ AB AΓ A∆ ΒΓ

2 2 2

− − − + − += =



18. Λύνουµε µόνοι µαςΒήµα 4ο

1. Να υπολογίσετε τις γωνίες φ̂  και ω̂  στις παρακάτω περιπτώσεις:

α. οι γωνίες είναι συµπληρωµατικές και η διαφορά τους ισούται µε το 1/9

της ορθής.

β. οι γωνίες είναι παραπληρωµατικές και η διαφορά τους ισούται µε τα

10/9 της ορθής.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

2. Έστω ορθή γωνία �xΟy  και οι γωνίες �ΑOΒ  και �ΓO∆  τέτοιες ώστε οι

ηµιευθείες Οx και Οy να είναι αντίστοιχα οι διχοτόµοι τους. Αν οι ηµιε-

υθείες ΟΒ και ΟΓ βρίσκονται στο εσωτερικό της  �xΟy , δείξτε ότι οι

�ΑOΓ  και �ΒO∆  είναι παραπληρωµατικές.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................
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19.Λύνουµε µόνοι µας Βήµα 4ο

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

3. Έστω οι ηµιευθείες ΟΑ,ΟΒ,ΟΓ και Ο∆ τέτοιες ώστε η γωνία �ΒOΓ  να

είναι ορθή. Να υπολογίσετε τη γωνία �ΑO∆  αν:

α. οι γωνίες �ΑOΒ  και �ΓO∆  είναι συµπληρωµατικές.

β. οι γωνίες �ΑOΒ  και �ΓO∆  είναι παραπληρωµατικές.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

4. Έστω οι γωνίες ω̂  και φ̂  οι οποίες έχουν κοινή κορυφή, µία κοινή πλευρά

και δεν είναι εφεξής. Αν η διαφορά τους είναι ίση µε 90ο, δείξτε ότι η διαφο-

ρά των διχοτόµων τους είναι ίση µε 45ο.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................



20. Λύνουµε µόνοι µαςΒήµα 4ο

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

5. Έστω γωνία �ΑΟΒ  και ηµιευθεία  ΟΓ στο εσωτερικό της τέτοια ώστε

� �3ΑΟΓ = 5ΒΟΓ  . Αν η ηµιευθεία Ο∆ είναι εσωτερική της �ΒΟΓ  να δείξετε

ότι  �
� �3ΑΟ∆ - 5ΒΟ∆

ΓΟ∆ =
8

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

6. Θεωρούµε αµβλεία γωνία �AOB  και στο εσωτερικό της την ηµιευθεία

OΓ ΟΑ⊥  . Αν Ο∆,ΟΕ οι διχοτόµοι των γωνιών �AOB  και �ΒOΓ αντίστοι-

χα, να αποδείξετε ότι � 0
∆OΕ = 45 .

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................



21.Λύνουµε µόνοι µας Βήµα 4ο

7. Έστω τόξο �AB   ενός κύκλου (Ο,ρ) και σηµείο Μ τέτοιο ώστε � �µ
ΑΜ = ΜΒ

ν
.

∆είξτε ότι για τυχαίο σηµείο Σ του κύκλου εξωτερικό του τόξου ΜΑ ισ-

χύει � � �ν µ
ΣΜ = ΣΑ + ΣΒ

µ + ν µ + ν
.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

8. Έστω ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ και σηµείο Μ τέτοιο ώστε 
µ

ΑΜ = ΜΒ
ν

.

∆είτε ότι για τυχαίο σηµείο Σ της ηµιευθείας ΜΑ που είναι εξωτερικό

του ΜΑ ισχύει: 
ν µ

ΣΜ = ΣΑ + ΣΒ
ν +µ ν +µ

.

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................

............................................................................................................................
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22. Ελέγχουµε τη γνώση µαςΒήµα 5ο

ÂÞìá 1

ÂÞìá 2

ÂÞìá 3

ÂÞìá 4 ÅëÝã÷ïõìå ôç ãíþóç ìáò
ÂÞìá 5

Θέµα 1ο

Α. α. Να δείξετε ότι δύο κατακορυφήν γωνίες είναι ίσες.

(Μονάδες 12)

β. Να δείξετε ότι οι διχοτόµοι δύο εφεξής και παραπληρωµατικών γωνιών είναι

κάθετες.       (Μονάδες 13)

Θέµα 20

Α. Nα υπολογίσετε τη γωνία ω̂  σε καθεµία από τις παρακάτω περιπτώσεις:

α. η γωνία ω̂  είναι τετραπλάσια από την παραπληρωµατική της.

β. η γωνία ω̂  είναι κατά 10ο µικρότερη από την συµπληρωµατική της.

 γ. η παραπληρωµατική της γωνίας ω̂  και η συµπληρωµατική της έχουν άθροι-

σµα ίσο µε 220ο.

(Μονάδες 12)

Β. Έστω Α,Β σηµεία ηµικυκλίου και Μ το µέσο του τόξου �AB  .

α. Αν Ρ σηµείο του ηµικυκλίου που δεν ανήκει στο �AB  τότε αποδείξτε ότι

�
� �ΡΑ ΡB

PM
2

+= .

β. Αν Σ σηµείο του τόξου �BΜ τότε αποδείξτε ότι: �
� �- B

M
2

ΣΑ ΣΣ = .

(Μονάδες 13)

Θέµα 30

Από τυχαίο σηµείο Ο ευθείας x΄x φέρουµε ηµιευθείες Οy, Οφ, Οz προς το ίδιο µέρος

της x΄x, έτσι ώστε οι γωνίες ˆ ˆ ˆ ˆxOy, yOφ, φOz, zOx΄  να είναι διαδοχικές. Αν οι γωνίες

αυτές είναι ανάλογες προς τους αριθµούς 3, 2, 1, 6 αντίστοιχα, να δείξετε ότι Oz x x⊥ ΄ .

(Μονάδες 25)

Θέµα 40

Να αποδείξετε ότι τα µέσα δύο τόξων �AB  και �A΄B΄  στα οποία βαίνουν δύο

κατακορυφήν  επίκεντρες γωνίες, είναι αντιδιαµετρικά σηµεία.

(Μονάδες 25)


