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1.1   Η  ΕΝΝΟΙΑ  ΤΟΥ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ


1.2   ΠΡΟΣΘΕΣΗ  ΚΑΙ  ΑΦΑΙΡΕΣΗ  ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ





� EMBED Word.Picture.6  ���





Για να μη μετακινηθεί το σώμα χρειάζεται να εφαρμοστεί δύναμη


� EMBED Equation.3  ���.




















� EMBED Word.Picture.6  ���





2.	(i)  Έχουμε διαδοχικά:


			� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


			   � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο.





    (ii) Έχουμε διαδοχικά:


			� EMBED Equation.3  ���


			  � EMBED Equation.3  ���


			 � EMBED Equation.3  ���


	Άρα, το τετράπλευρο ΑΒΓΔ έχει ίσες διαγώνιες.





	(iii) Από τα ερωτήματα (i) και (ii) προκύπτει ότι το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο με ίσες διαγώνιες, άρα είναι ορθογώνιο.


3.	(i) � EMBED Equation.3  ���           (ii) � EMBED Equation.3  ���              (iii) � EMBED Equation.3  ���.





4.	Έχουμε διαδοχικά:


			� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


			         � EMBED Equation.3  ���


	Άρα, το τετράπλευρο ΒΔΓΕ είναι παραλληλόγραμμο.





5.	Έχουμε: 


		 � EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���.





� EMBED Word.Picture.6  ���


Έστω Ο το κέντρο του εξαγώνου. Γνωρίζουμε ότι οι πλευρές του κανονικού εξαγώνου είναι ίσες με την ακτίνα του. Επομένως � EMBED Equation.3  ��� και άρα τα τετράπλευρα ΟΑΒΓ και ΟΒΓΔ είναι ρόμβοι. Έτσι έχουμε


	 � EMBED Equation.3  ���.





7.   Αν Ο είναι ένα σημείο αναφοράς έχουμε:


   � EMBED Equation.3  ���


	     � EMBED Equation.3  ���.








1.3   ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ  ΑΡΙΘΜΟΥ


          ΜΕ  ΔΙΑΝΥΣΜΑ








Α΄  ΟΜΑΔΑΣ





Το διάνυσμα � EMBED Equation.3  ��� είναι γινόμενο του θετικού αριθμού � EMBED Equation.3  ��� με το � EMBED Equation.3  ���, επομένως


είναι ομόρροπο με το � EMBED Equation.3  ��� και έχει μέτρο ίσο με � EMBED Equation.3  ���.





(i) Έχουμε διαδοχικά:


				      � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


				         � EMBED Equation.3  ���


					    � EMBED Equation.3  ���


Έχουμε διαδοχικά:


	� EMBED Equation.3  ���


				      � EMBED Equation.3  ���


				             � EMBED Equation.3  ���


					    � EMBED Equation.3  ���


					      � EMBED Equation.3  ���





Έχουμε διαδοχικά:


				        � EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				       � EMBED Equation.3  ���


				       � EMBED Equation.3  ���


				           � EMBED Equation.3  ���


				             � EMBED Equation.3  ���


(i)  Προφανώς είναι � EMBED Equation.3  ���.


Έχουμε διαδοχικά:


				  � EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				        � EMBED Equation.3  ���


				          � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα,   � EMBED Equation.3  ���


Έχουμε:        � EMBED Equation.3  ���


Έχουμε διαδοχικά:


			        � EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				      � EMBED Equation.3  ���


				      � EMBED Equation.3  ���


				        � EMBED Equation.3  ���


Έχουμε διαδοχικά:


				       � EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				     � EMBED Equation.3  ���


				     � EMBED Equation.3  ���


				     � EMBED Equation.3  ���


				       � EMBED Equation.3  ���


				      � EMBED Equation.3  ���.


(ii) Έχουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, επομένως � EMBED Equation.3  ��� και άρα τα Α,Ε και Γ είναι συνευθειακά.





Έχουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Επομένως � EMBED Equation.3  ��� και άρα τα Α,Γ και Ε είναι συνευθειακά.





Με σημείο αναφοράς ένα από τα Κ, Λ, Μ, για παράδειγμα το Κ, η ισότητα γράφεται διαδοχικά:


  � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


         � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα τα Κ, Λ, Μ είναι συνευθειακά.





Έχουμε	� EMBED Equation.3  ���


				       � EMBED Equation.3  ���


				       � EMBED Equation.3  ���.





Έχουμε	� EMBED Equation.3  ���


				          � EMBED Equation.3  ���


				          � EMBED Equation.3  ���.





Έχουμε	� EMBED Equation.3  ���


					� EMBED Equation.3  ���


					� EMBED Equation.3  ���


					� EMBED Equation.3  ���


					� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���





Έχουμε	� EMBED Equation.3  ���


			      � EMBED Equation.3  ���


			      � EMBED Equation.3  ���


	Ώστε	 � EMBED Equation.3  ���  και επομένως  � EMBED Equation.3  ���.





Έχουμε	� EMBED Equation.3  ���


			      � EMBED Equation.3  ���


			      � EMBED Equation.3  ���


			      � EMBED Equation.3  ���


			      � EMBED Equation.3  ���


			      � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα 	� EMBED Equation.3  ���.








Β΄  ΟΜΑΔΑΣ





(i) Έχουμε


	� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���


	Αν υποθέσουμε ότι � EMBED Equation.3  ���, τότε θα είναι � EMBED Equation.3  ���, οπότε θα έχουμε � EMBED Equation.3  ���, που είναι άτοπο. Επομένως � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ��� και άρα � EMBED Equation.3  ���.


Έχουμε	


	� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως, σύμφωνα με το προηγούμενο ερώτημα, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


	(iii) Τα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι συγγραμμικά, αν και μόνο αν � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ��� ή, ισοδύναμα, � EMBED Equation.3  ���. Σύμφωνα, όμως, με το (i) ερώτημα, αυτό συμβαίνει, αν και μόνο αν � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.





Έχουμε	 � EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���.


	Επειδή � EMBED Equation.3  ���, έχουμε � EMBED Equation.3  ��� επομένως


� EMBED Equation.3  ���    και     � EMBED Equation.3  ���.


	Παρατηρούμε ότι   � EMBED Equation.3  ���. Άρα   � EMBED Equation.3  ���, οπότε τα Ε, Γ, Ζ είναι συνευθειακά.





3.  ( Έστω   � EMBED Equation.3  ���  και  � EMBED Equation.3  ���. Τότε έχουμε


� EMBED Equation.3  ���


       � EMBED Equation.3  ���


                                � EMBED Equation.3  ���


	Ομοίως αποδεικνύεται και ότι: αν � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, τότε � EMBED Equation.3  ���.


	( Έστω � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Τότε έχουμε


		      � EMBED Equation.3  ���


		           � EMBED Equation.3  ���


					� EMBED Equation.3  ���


					         � EMBED Equation.3  ���


	και, επειδή � EMBED Equation.3  ���, έχουμε � EMBED Equation.3  ���.


( Έχουμε	             � EMBED Equation.3  ���


			     � EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


			 � EMBED Equation.3  ���


			            � EMBED Equation.3  ���


	άρα		� EMBED Equation.3  ���.


	( Έχουμε	� EMBED Equation.3  ��� και ομοίως βρίσκουμε ότι � EMBED Equation.3  ���.








Αρκεί να δείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ���. Αν Ο είναι ένα σημείο αναφοράς, τότε έχουμε:


			� EMBED Equation.3  ���		           (1)


		              � EMBED Equation.3  ���


			      � EMBED Equation.3  ���


			      � EMBED Equation.3  ���


	          	      � EMBED Equation.3  ���.


	� EMBED Word.Picture.6  ���


	Επομένως � EMBED Equation.3  ��� και άρα τα Σ, G και � EMBED Equation.3  ��� είναι συνευθειακά.


Αν πάρουμε ως σημείο αναφοράς μια κορυφή του τετραπλεύρου, για παράδειγμα την Α, τότε έχουμε:


� EMBED Word.Picture.6  ���


			     � EMBED Equation.3  ���


	                 � EMBED Equation.3  ���


	� EMBED Equation.3  ���


	       � EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


			        � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο.





Αν Ο είναι ένα σημείο αναφοράς, τότε έχουμε:


			� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���


				            � EMBED Equation.3  ���


				            � EMBED Equation.3  ���


				            � EMBED Equation.3  ���





Με σημείο αναφοράς το Α έχουμε:


		� EMBED Equation.3  ���


				   � EMBED Equation.3  ���


				   � EMBED Equation.3  ���	που είναι σταθερό διάνυσμα.





Έχουμε	� EMBED Equation.3  ���


	και		� EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως,	� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���.


	Επειδή τα διανύσματα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� δεν είναι συγγραμμικά, η τελευταία ισότητα αληθεύει μόνο αν � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Έτσι έχουμε το σύστημα


	� EMBED Equation.3  ��� από το οποίο βρίσκουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���.








1.4   ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ  ΣΤΟ  ΕΠΙΠΕΔΟ








� EMBED Word.Picture.6  ���


Α΄  ΟΜΑΔΑΣ








(i) � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���











� EMBED Word.Picture.6  ���











� EMBED Equation.3  ���














� EMBED Word.Picture.6  ���














� EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���











� EMBED Word.Picture.6  ���














� EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���








Η απόσταση ενός σημείου � EMBED Equation.3  ��� από τους άξονες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� αντιστοίχως. Έτσι έχουμε:


� EMBED Word.Picture.6  ���


	Για το        Α : 2 και 1


	Για το        Β : 4 και 3


	Για το        Γ : 6 και 5


	Για το        Δ : � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���


	Για το       Μ : � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.





(i)  Για να είναι � EMBED Equation.3  ��� αρκεί � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���.


	(ii) Για να είναι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� αρκεί � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���.





Για να είναι � EMBED Equation.3  ��� αρκεί να είναι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Έτσι έχουμε το σύστημα � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���.





Έχουμε � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���.


	Για � EMBED Equation.3  ��� είναι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���.


	Για � EMBED Equation.3  ��� είναι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���. 


	Άρα η ζητούμενη τιμή του x είναι η � EMBED Equation.3  ���.





Ένα διάνυσμα συγγραμμικό με το � EMBED Equation.3  ��� θα έχει τη μορφή � EMBED Equation.3  ��� και αφού θα έχει και διπλάσιο μέτρο πρέπει � EMBED Equation.3  ���. Επομένως � EMBED Equation.3  ���. Άρα � EMBED Equation.3  ��� οπότε � EMBED Equation.3  ���. Άρα, το ζητούμενο διάνυσμα είναι ή το (6,8) ή το (-6,-8).





(α) � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


	(β) � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.





(i)  Έστω � EMBED Equation.3  ��� το σημείο του άξονα � EMBED Equation.3  ��� που ισαπέχει από τα σημεία Α και  Β. Τότε έχουμε:


� EMBED Equation.3  ���


			          � EMBED Equation.3  ���.


	      Άρα το ζητούμενο σημείο είναι το � EMBED Equation.3  ���.


	(ii) Έστω � EMBED Equation.3  ��� το σημείο του άξονα � EMBED Equation.3  ��� που ισαπέχει από τα Α και Β. Με ανάλογο τρόπο όπως στο (i) βρίσκουμε � EMBED Equation.3  ��� και άρα το ζητούμενο σημείο είναι το � EMBED Equation.3  ���.








Β΄ ΟΜΑΔΑΣ





Αν � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι οι κορυφές του πενταγώνου, τότε έχουμε τα συστήματα.


� EMBED Equation.3  ���          και          � EMBED Equation.3  ���


Με πρόσθεση των εξισώσεων του � EMBED Equation.3  ��� κατά μέλη βρίσκουμε


	� EMBED Equation.3  ���.


	Όμως � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, επομένως � EMBED Equation.3  ���, άρα � EMBED Equation.3  ��� και διαδοχικά βρίσκουμε � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


	( Με ανάλογο τρόπο επιλύουμε το σύστημα � EMBED Equation.3  ��� και βρίσκουμε � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως οι κορυφές του πενταγώνου είναι τα σημεία � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


Αν � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι τα σημεία, τότε τα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι οι ρίζες της εξίσωσης � EMBED Equation.3  ���. Η τετμημένη του μέσου του τμήματος ΑΒ είναι ίση με � EMBED Equation.3  ��� και επομένως � EMBED Equation.3  ��� και άρα � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���.





Τα σημεία � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι μέσα διαδοχικών πλευρών τετραπλεύρου, όχι κατανάγκη κυρτού, αν και μόνο αν � EMBED Equation.3  ���. Πράγματι.


� EMBED Word.Picture.6  ���


	(   Αν τα � EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ��� είναι μέσα διαδοχικών πλευρών τετραπλεύρου, τότε το � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ��� θα είναι παραλληλόγραμμο, οπότε θα ισχύει � EMBED Equation.3  ���.


	(   Αντιστρόφως, αν � EMBED Equation.3  ���, τότε τα � EMBED Equation.3  ���,� EMBED Equation.3  ��� θα είναι μέσα διαδοχικών πλευρών τετραπλεύρου. Πράγματι. έστω Α ένα σημείο εκτός της ευθείας � EMBED Equation.3  ���, Β το συμμετρικό του Α ως προς το � EMBED Equation.3  ���, Γ το συμμετρικό του Β ως προς το � EMBED Equation.3  ��� και Δ το συμμετρικό του Γ ως προς το � EMBED Equation.3  ���. Αν δείξουμε ότι  το� EMBED Equation.3  ��� είναι το μέσο του ΔΑ, τότε το ζητούμενο τετράπλευρο θα είναι το ΑΒΓΔ. Ας υποθέσουμε ότι � EMBED Equation.3  ��� είναι το μέσο της πλευράς ΑΔ. Τότε, όπως είδαμε πριν, θα ισχύει � EMBED Equation.3  ���, οπότε θα έχουμε� EMBED Equation.3  ��� και άρα τα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� θα συμπίπτουν.


	Έχουμε τώρα:


	� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���


				        � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως, ζητούμενη συνθήκη είναι:


	� EMBED Equation.3  ���    και    � EMBED Equation.3  ���.





Θεωρούμε τα σημεία � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Από την τριγωνική ανισότητα έχουμε:


	� EMBED Equation.3  ���


    � EMBED Equation.3  ���.





� EMBED Word.Picture.6  ���


Σχεδιάζουμε τα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� με κοινή αρχή Ο και έστω � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Από το πέρας Ρ του � EMBED Equation.3  ��� φέρνουμε παράλληλες προς τους φορείς των � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� και σχηματίζουμε το παραλληλόγραμμο ΟΓΡΔ.


	Θα είναι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, όπου � EMBED Equation.3  ���. Από τον κανόνα του παραλληλόγραμμου έχουμε � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���, που είναι και η ζητούμενη έκφραση.


	Θα αποδείξουμε ότι οι αριθμοί x και y είναι μοναδικοί.


	Έστω ότι ισχύει και � EMBED Equation.3  ���. Τότε έχουμε διαδοχικά:


	  � EMBED Equation.3  ���


       � EMBED Equation.3  ���.


	Αν ήταν � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���, τότε � EMBED Equation.3  ��� που σημαίνει ότι � EMBED Equation.3  ��� που είναι άτοπο. Επομένως � EMBED Equation.3  ���, οπότε και � EMBED Equation.3  ���. Άρα το � EMBED Equation.3  ��� εκφράζεται κατά μοναδικό τρόπο ως γραμμικός συνδυασμός των � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.








1.5   ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ  ΓΙΝΟΜΕΝΟ  ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ








Α΄  ΟΜΑΔΑΣ





(i) Έχουμε		� EMBED Equation.3  ���


			   � EMBED Equation.3  ���


		           � EMBED Equation.3  ���


				      � EMBED Equation.3  ���


				      � EMBED Equation.3  ���


				      � EMBED Equation.3  ���


Έχουμε	� EMBED Equation.3  ���.


	Τα διανύσματα � EMBED Equation.3  ��� είναι κάθετα στο � EMBED Equation.3  ��� και μεταξύ τους συγγραμμικά.





Έχουμε


	         � EMBED Equation.3  ���


		    � EMBED Equation.3  ���


		    � EMBED Equation.3  ���


		    � EMBED Equation.3  ���





(i) Πρέπει � EMBED Equation.3  ���. Έχουμε � EMBED Equation.3  ���. Επομένως � EMBED Equation.3  ���.


Ομοίως � EMBED Equation.3  ���.





Έστω � EMBED Equation.3  ��� το διάνυσμα που ζητάμε. Τότε θα ισχύει:


	� EMBED Equation.3  ���.


	Από τη λύση του συστήματος βρίσκουμε


	� EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���.





Έχουμε


		      � EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���





(i)  Έχουμε


� EMBED Equation.3  ���


  Έχουμε


	� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���.


	Υψώνουμε τα μέλη της τελευταίας εξίσωσης στο τετράγωνο και βρίσκουμε � EMBED Equation.3  ��� και έχουμε � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���. Από τις τιμές αυτές του κ μόνο η � EMBED Equation.3  ��� επαληθεύει την εξίσωση. Άρα � EMBED Equation.3  ���.


	� EMBED Equation.3  ���.





Αν φ είναι η γωνία των διανυσμάτων � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, τότε � EMBED Equation.3  ���. Όμως είναι


			� EMBED Equation.3  ���


			      � EMBED Equation.3  ���.


			� EMBED Equation.3  ���,


	οπότε	� EMBED Equation.3  ���.


			� EMBED Equation.3  ���,


	οπότε	� EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως	� EMBED Equation.3  ���, άρα	      � EMBED Equation.3  ���.





Έχουμε	� EMBED Equation.3  ���


				  � EMBED Equation.3  ���.





Έχουμε	� EMBED Equation.3  ���


			      � EMBED Equation.3  ���.
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