		 � EMBED Equation.3  ���


				       � EMBED Equation.3  ���


				       � EMBED Equation.3  ���, που ισχύει





2.	Έχουμε τις ισοδυναμίες:


		  w φανταστικός	� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���.





Έχουμε τις ισοδυναμίες:


			   � EMBED Equation.3  ���	� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���    ή   � EMBED Equation.3  ���.





Έχουμε τις ισοδυναμίες:


		 w  φανταστικός	� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���  φανταστικός


Αν � EMBED Equation.3  ���, επειδή η εικόνα του z ανήκει στον κύκλο κέντρου � EMBED Equation.3  ��� και ακτίνας 1, θα είναι � EMBED Equation.3  ��� ή, ισοδύναμα, � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, θα έχουμε:


	� EMBED Equation.3  ���


					� EMBED Equation.3  ���.


					� EMBED Equation.3  ���.





Έχουμε:


		             � EMBED Equation.3  ���


				     � EMBED Equation.3  ���


				     � EMBED Equation.3  ���


				     � EMBED Equation.3  ���


				     � EMBED Equation.3  ���


				     � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, η εικόνα του z ανήκει στο μοναδιαίο κύκλο.





� EMBED Word.Picture.6  ���


7.	Έχουμε: 


			� EMBED Equation.3  ���


			   � EMBED Equation.3  ���


			   � EMBED Equation.3  ���


			   � EMBED Equation.3  ���


			   � EMBED Equation.3  ���.


	Αν Μ, Κ και Λ είναι οι εικόνες των μιγαδικών z, � EMBED Equation.3  ��� και 1, αντιστοίχως, τότε θα είναι:


	� EMBED Equation.3  ���,    � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως, η ισότητα � EMBED Equation.3  ���, που αποδείξαμε, γράφεται


	� EMBED Equation.3  ���,


	που σημαίνει ότι το τρίγωνο ΜΚΛ είναι ορθογώνιο στο Μ. Αυτό ήταν αναμενόμενο, αφού το Μ είναι σημείο του μοναδιαίου κύκλου και η ΚΛ διάμετρος αυτού.


� EMBED Word.Picture.6  ���


8.	(   Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε θα έχουμε:


� EMBED Equation.3  ���


		         � EMBED Equation.3  ���


		         � EMBED Equation.3  ���


		         � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι η ευθεία � EMBED Equation.3  ���


	(   Το ζητούμενο σημείο είναι το ίχνος της καθέτου από την αρχή Ο στην ε. Η κάθετος αυτή έχει εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� και επομένως οι συντεταγμένες του σημείου τομής της με την ε βρίσκεται από τη λύση του συστήματος � EMBED Equation.3  ���,   που είναι το ζεύγος   � EMBED Equation.3  ���.





9.	Έστω � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Επειδή το σημείο � EMBED Equation.3  ��� κινείται στον κύκλο � EMBED Equation.3  ��� θα ισχύει


					� EMBED Equation.3  ���.			           (1)


Επομένως, η ισότητα � EMBED Equation.3  ��� γράφεται διαδοχικά:


			� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���		       (λόγω της (1))


			� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως,   � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   οπότε


				    � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���		           (2)


	Αντικαθιστούμε τις τιμές αυτές των � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� στην (1) και έχουμε:


� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, το σημείο � EMBED Equation.3  ��� κινείται στην έλλειψη με μεγάλο άξονα � EMBED Equation.3  ��� και εστίες � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.





10.	α) Έχουμε	� EMBED Equation.3  ���


β) Από τις ισότητες   � EMBED Equation.3  ���   έχουμε


� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


Άρα 		 � EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���		     (αφού  � EMBED Equation.3  ���).








5.4   ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΗ  ΜΟΡΦΗ  ΜΙΓΑΔΙΚΟΥ








Α΄  ΟΜΑΔΑΣ





1.	Έχουμε


	α)	� EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα ένα όρισμα είναι το � EMBED Equation.3  ���. 	Επομένως:


	� EMBED Equation.3  ���


	β)	� EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα ένα όρισμα είναι το � EMBED Equation.3  ���. Επομένως:


	� EMBED Equation.3  ���.


	γ)	� EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα ένα όρισμα είναι το � EMBED Equation.3  ���. Επομένως:


	� EMBED Equation.3  ���.


	δ)	� EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα ένα όρισμα είναι το � EMBED Equation.3  ���. Επομένως:


	� EMBED Equation.3  ���.


	ε)	Είναι:	� EMBED Equation.3  ���.


    στ)	Είναι:	� EMBED Equation.3  ���.





2.	α)	� EMBED Equation.3  ���


						       � EMBED Equation.3  ���


	β)	� EMBED Equation.3  ���


	γ)	� EMBED Equation.3  ���


						 � EMBED Equation.3  ���.





3. Έχουμε:


	α)	� EMBED Equation.3  ���


	β)	� EMBED Equation.3  ���


				  � EMBED Equation.3  ���


	γ)	� EMBED Equation.3  ���


					� EMBED Equation.3  ���.





4.	Από το θεώρημα de Moivre έχουμε:


	α)	� EMBED Equation.3  ���


				        � EMBED Equation.3  ���


	β)	� EMBED Equation.3  ���


				     � EMBED Equation.3  ���


	γ)	� EMBED Equation.3  ���.





5.	Έχουμε	� EMBED Equation.3  ���.    Άρα:


		� EMBED Equation.3  ���.





6.	Αν  � EMBED Equation.3  ���,   τότε   � EMBED Equation.3  ���. Άρα:


			     � EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���





7.	Έχουμε   � EMBED Equation.3  ���,   οπότε   � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα:		� EMBED Equation.3  ���.





8.	Έστω  � EMBED Equation.3  ���. Επειδή � EMBED Equation.3  ���, η διαίρεση του μιγαδικού z με το i ισοδυναμεί με στροφή της διανυσματικής ακτίνας του z κατά γωνία � EMBED Equation.3  ���.





9.	Έχουμε:


			     � EMBED Equation.3  ���.	           (1)


Όμως, � EMBED Equation.3  ���  και  � EMBED Equation.3  ���. Επομένως:


	     � EMBED Equation.3  ���      (2)


	Άρα, λόγω των (1) και (2), έχουμε:


		    � EMBED Equation.3  ���,  οπότε   � EMBED Equation.3  ���.





10.	Αν	� EMBED Equation.3  ���, τότε:


		    � EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���      � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���   � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���  ή  � EMBED Equation.3  ���  ή  � EMBED Equation.3  ���


	Άρα, έχουμε τους μιγαδικούς � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


	Για τον � EMBED Equation.3  ��� έχουμε:


	� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���


	Για τον � EMBED Equation.3  ��� έχουμε:


      � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���


Τέλος, για τον � EMBED Equation.3  ��� έχουμε:


   � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,


αφού	   � EMBED Equation.3  ���.


Β΄ ΟΜΑΔΑΣ








1.	α) Ο μιγαδικός � EMBED Equation.3  ��� ως πηλίκο δύο συζυγών μιγαδικών θα έχει μέτρο 1. Για την εύρεση ενός ορίσματος του w θεωρούμε το μιγαδικό � EMBED Equation.3  ��� και έχουμε


     � EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως, έχουμε


	� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, το μέτρο του w είναι 1 και ένα όρισμά του είναι το νθ.


	β) 	Έχουμε:


 � EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���.


2.	α)	Είναι


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως


   � EMBED Equation.3  ���


			        � EMBED Equation.3  ���


			        � EMBED Equation.3  ���.


	β)	Έχουμε:


 � EMBED Equation.3  ���,


	οπότε


 � EMBED Equation.3  ���.


Άρα       � EMBED Equation.3  ���.





3.	Αν � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι οι διανυσματικές ακτίνες των εικόνων των μιγαδικών � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� αντιστοίχως, τότε έχουμε:


� EMBED Equation.3  ���


					� EMBED Equation.3  ���	(άσκηση 15 σελ. 48)


					� EMBED Equation.3  ���.





4.	Έστω � EMBED Equation.3  ���. Τότε:


α) � EMBED Equation.3  ���, οπότε


� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι η ημιευθεία � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


	β)	� EMBED Equation.3  ���,   οπότε


� EMBED Equation.3  ��� � EMBED Equation.3  ��� � EMBED Equation.3  ���.


Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι η ημιευθεία � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


γ)	� EMBED Equation.3  ���, οπότε


� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Word.Picture.6  ���


Άρα, ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι τα σημεία του ημικυκλίου 


� EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���.











5.	Είναι:


� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���.		           (1)


� EMBED Word.Picture.6  ���


Άρα, η (1) παριστάνει τον κυκλικό δίσκο που ορίζει ο κύκλος C με κέντρο � EMBED Equation.3  ��� και ακτίνα � EMBED Equation.3  ���.


Έστω � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� οι εφαπτόμενες του κύκλου C από την αρχή των αξόνων. Τότε από όλα τα διανύσματα � EMBED Equation.3  ���, όπου Μ σημείο του κυκλικού δίσκου, τη μικρότερη γωνία με τον άξονα � EMBED Equation.3  ��� σχηματίζει το � EMBED Equation.3  ���, και τη μεγαλύτερη το � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, από όλους τους μιγαδικούς � EMBED Equation.3  ��� που ικανοποιούν την (1) το μικρότερο βασικό όρισμα το έχει ο μιγαδικός � EMBED Equation.3  ��� που απεικονίζεται στο � EMBED Equation.3  ��� και το μεγαλύτερο ο μιγαδικός � EMBED Equation.3  ��� που απεικονίζεται στο � EMBED Equation.3  ���. Επειδή ο � EMBED Equation.3  ��� εφάπτεται του κύκλου C στο � EMBED Equation.3  ��� θα είναι � EMBED Equation.3  ���. Για τον προσδιορισμό του � EMBED Equation.3  ��� εργαζόμαστε ως εξής:


Η � EMBED Equation.3  ��� έχει εξίσωση της μορφής  � EMBED Equation.3  ��� και, επειδή εφάπτεται του C, θα πρέπει το σύστημα


	� EMBED Equation.3  ���


	να έχει διπλή λύση. Είναι όμως:


		� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���       � EMBED Equation.3  ���


	Επομένως, πρέπει η διακρίνουσα της (2) να είναι ίση με μηδέν, δηλαδή πρέπει


	� EMBED Equation.3  ���


Στην περίπτωση αυτή το σύστημα έχει διπλή λύση την � EMBED Equation.3  ���. Άρα, � EMBED Equation.3  ���.





6.	Είναι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Άρα:


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���.





7.	α) Είναι 


� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του w είναι ο κύκλος κέντρου � EMBED Equation.3  ��� και ακτίνας � EMBED Equation.3  ���.


	β)   Επειδή � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, έχουμε


� EMBED Equation.3  ���





8.	Πρέπει


	� EMBED Equation.3  ���	    (1)      και      � EMBED Equation.3  ���.	    (2)


	Όμως, η (1) γράφεται:


� EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���,


	οπότε, λόγω της (2), έχουμε	� EMBED Equation.3  ���. Άρα:


� EMBED Equation.3  ���.





Για να είναι � EMBED Equation.3  ��� για κάθε � EMBED Equation.3  ��� πρέπει και αρκεί να ισχύει � EMBED Equation.3  ���. Όμως:


      � EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���


			� EMBED Equation.3  ���,          που ισχύει.


5.5   ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΕΣ  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ  ΣΤΟ  C








Α΄ ΟΜΑΔΑΣ





� EMBED Word.Picture.6  ���


1.	α) Οι λύσεις της εξίσωσης είναι οι μιγαδικοί


� EMBED Equation.3  ���,


	δηλαδή οι	� EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���,


� EMBED Equation.3  ���.











� EMBED Word.Picture.6  ���





	β) Οι λύσεις της εξίσωσης είναι οι μιγαδικοί


� EMBED Equation.3  ���,


	δηλαδή οι	� EMBED Equation.3  ���,  � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���, 


� EMBED Equation.3  ���.














� EMBED Word.Picture.6  ���





	γ) Οι λύσεις της εξίσωσης είναι οι μιγαδικοί


� EMBED Equation.3  ���,


	δηλαδή οι	� EMBED Equation.3  ���,     � EMBED Equation.3  ���,


� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���,  � EMBED Equation.3  ���, 


� EMBED Equation.3  ���.
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