
ΘΕΜΑ 1Ο  (Μιγαδικοί) 

Δίνεται ο μιγαδικός 1≠z  και έστω 
z
ziw

−

+
=

1
2  

α. Να βρεθεί ο μιγαδικός w όταν z=2 

β. Να δείξετε ότι z
iw

w
=

+
− 2  

γ. Αν η εικόνα του z κινείται στον κύκλο κέντρου (0,0) και ακτίνας 1 και Μ είναι 
η εικόνα του w στο μιγαδικό επίπεδο, να αποδείξετε ότι το Μ κινείται σε 
ευθεία, της οποίας να βρείτε την εξίσωση. 
δ) Αν ο w είναι πραγματικός, να αποδείξετε ότι η εικόνα του z κινείται σε κύκλο 
από τον οποίο έχει εξαιρεθεί το σημείο Α(1,0) 
ε) Για z=2 να αποδείξετε ότι o w2004 είναι πραγματικός. 
 
 
ΛΥΣΗ  

α. Για z=2 είναι iiw 22
21
22

−−=
−
+

=  

β.  Είναι 
iw

wzwzwzizizww
z
ziw

+
−

=⇔−=+⇔+=−⇔
−
+

=
222

1
2  

γ. Δίνεται 1=z  οπότε 1=z  οπότε 
yixwiw

iww
iw

w +=−≠

⇔+=−⇔=
+
− 212  

03241244)1()2( 2222 =−+⇔+=+−⇔++=+− yxyxyxyx  
Άρα το Μ κινείται στην ευθεία με εξίσωση 4x+2y-3=0 
δ. w πραγματικός ⇔=⇔=−⇔=⇔=⇔ wwwwiww 00)Im(20)Im(  
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Που παριστάνει κύκλο κέντρου ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −1,

2
1K  και ακτίνας 

2
5

2
042)1( 22

=
⋅−+−

=ρ   

Όμως 11 ≠⇔≠ zz  και για (x,y)=(1,0) επαληθεύεται η (1) άρα από τον κύκλο 
εξαιρούμε το Α(1,0) 
ε. Για z=2 είναι (από α) ερώτημα) )1(222 iiw +−=−−=  οπότε  

iiiw 22)21(2 22222 ⋅=++=  και 62422224 2)1(222)2( −=−⋅=⋅= iw  
Άρα 3006501650142004 2)2()( −=−== ww  πραγματικός  
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ΘΕΜΑ 2Ο (Μιγαδικοί) 

Έστω iwwiwf
2
5)

2
32()( −+= , όπου Raiaw ∈ββ+= ,,  

α. Να βρεθούν τα Re(f(w)) και ))(Im( wf  
β. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ(f(w)) στο μιγαδικό επίπεδο 
γ. Να βρεθεί το μέτρο )(wf  όταν 3)Im(2)Re( += ww  
δ. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του w, όταν η απόσταση του 
f(w) από την αρχή των αξόνων είναι ίση με 52 . 
 
 
ΛΥΣΗ  

α. Είναι =−−++= iiaiaiwf )(
2
5))(

2
32()( ββ  

iaaaiaiia )2(42
2
5

2
5

2
3

2
322 βββββ +−+−=−−−++  

Οπότε β42))(Re( −= awf  και β2))(Im( +−= awf  
β. Έστω yixwf +=)(  

Τότε 
⎩
⎨
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⇔
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⎬
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Άρα ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι η ευθεία 02: =+ yxε  

γ. Είναι βββββ 25)2()2(4)2()42()( 2222 −=−+−=+−+−= aaaaawf  

Αλλά 32323)Im(2)Re( =−⇔+=⇔+= ββ aaww  οπότε 53)( =wf  

δ. Δίνεται ότι η απόσταση του f(w) από την αρχή των αξόνων είναι 52  οπότε 
22522552)( =−⇔=−⇔= βαβαwf  ή 02222 =−−⇔−=− ββ aa  ή 

022 =+− βa  
Άρα ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι οι ευθείες 022:1 =−−ε yx  και 

022:2 =+−ε yx  
 
ΘΕΜΑ 3Ο  (Μιγαδικοί) 

Δίνεται ο μιγαδικός iz 2≠  και έστω 
iz
izizf

2
2125)(

−
−−

= . Θεωρούμε ακόμη τους 

μιγαδικούς izz 31 +=  και izfz 3)(2 += . 
α. Να βρεθεί ο z1 αν z1=z2 
β. Να λυθεί η εξίσωση f(z)=5+2i 
γ. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του z όταν f(z) πραγματικός 
 
 
ΛΥΣΗ  

α. izizziziz
iz
izizzfzz 12522125

2
2125)( 22

21 −=⇔−=−−⇔=
−
−−

⇔=⇔=  

Έστω yixz +=  τότε xyiyxz 2222 +−=  οπότε 
⎪
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⎧
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)2(122
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Από (2) έχω x,y ετερόσημοι  
Όμως 25225)( 2244222 =−+⇔=− yxyxyx  και 1444 22 =yx  
Οπότε  προσθέτοντας κατά μέλη έχουμε  

)3(13169)(1692 222222244 =+⇔=+⇔=++ yxyxyxyx  
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Οπότε iz += 31  ή iz 531 +−=  
β. ⇔+−+=−−⇔+−=−−⇔+= 410252125)25)(2(212525)( iizziziiiziziizf  
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γ. ⇔=−⇔=⇔=⇔ςπραγματικ 0)()(0)(Im20)(Im)( zfzfizfzfόzf  
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Άρα ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι κύκλος κέντρου )
4
1,3( −−K  και 

ακτίνας 
4

15
=ρ . 

 
 
ΘΕΜΑ 4Ο  (1-1 και αντίστροφη) 

Δίνεται η συνάρτηση RRf →:  για την οποία ισχύει 0
2
1)()(3 =++ xxfxf  (1) 

για κάθε x∈R. 
α. Να αποδειχθεί ότι η f είναι “1-1” 
β. Να βρεθεί ο τύπος της συνάρτησης f-1 
γ. Να λυθεί η εξίσωση )33()( 131 xfxxf −=− −−  
 
 
ΛΥΣΗ  

α. Είναι xxfxf
2
1)()()1( 3 −=+⇔  (2) 

Έστω Rxx ∈21 ,  με )()( 21 xfxf =  τότε )()( 2
3

1
3 xfxf =  οπότε 

2121

)2(

22
3

11
3

2
1

2
1)()()()( xxxxxfxfxfxf =⇔−=−⇔+=+  

Άρα η f είναι “1-1” 
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β. Έστω f(x)=y τότε )(1 yfx −=  οπότε η (1) γίνεται  

yyyfyfyy 22)(0)(
2
1 3113 −−=⇔=++ −−  

Άρα yyyf 22)( 31 −−=−  
γ. Η 1−f  είναι “1-1” οπότε η εξίσωση γίνεται 03233 33 =−+⇔−=− xxxxx  
 
1 0 2 -3 x=1 
/// 1 1 3  
1 1 3 0  
 
 

Οπότε 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

=

νατοαδύxx
ή
x

03

1

2

 

Άρα x=1 
 
 
ΘΕΜΑ 5Ο  (Συνέχεια – συναρτησιακές σχέσεις – αντίστροφη) 
Δίνεται η συνεχής στο 0 συνάρτηση RRf →: , για την οποία ισχύουν 

)()()( ββα faff ⋅=+  (1) για οποιαδήποτε α, β∈R και 0)( ≠xf  για κάθε 
Rx∈ . 

Να αποδείξετε ότι  
α. 1)0( =f  
β. 0)( >xf  για κάθε Rx∈  

γ. 
)(

1)(
xf

xf =−  για κάθε Rx∈  

δ. Αν η εξίσωση f(x)=1 έχει μοναδική ρίζα το 0 τότε η f αντιστρέφεται και ισχύει 
)()()( 111 yfxfyxf −−− +=⋅ . 

 
 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ  
α. H σχέση (1) για α=β=0 γίνεται  

( )

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

⇔=−⇔=−⇔⋅=

1)0(

0)0(
0)1)0()(0(0)0()0()0()0()0( 2

f
ή
f

fffffff

 

Και επειδή 0)( ≠xf  για κάθε Rx∈ , θα έχουμε 1)0( =f  
β. Η f δεν μηδενίζεται πουθενά στο R ( 0)( ≠xf  για κάθε Rx∈ ) και παίρνει 
την τιμή 1 για x=0. Οπότε για να έχει παντού θετικές τιμές (f(x)>0 για κάθε 

Rx∈ ) αρκεί να είναι συνεχής στο R. Στο 0 η f δίνεται συνεχής. Έστω *0 Rx ∈  

τότε 
)(1)()0()(

)(lim)(lim))()((lim)(lim)(lim

000

0

00000000

xfxffxf

hfxfhfxfhxfxf
ήf

hhhhxx

=⋅=⋅

=⋅=⋅=+=
στοςσυνεχ

→→→→→  

ΚΥΠΡΙΑΝΟΣ ΕΥΑΓΓΕΛΟΣ



Άρα η f είναι συνεχής σε κάθε *0 Rx ∈ . Επομένως f συνεχής στο R. Δίνεται 
όμως ότι 0)( ≠xf  για κάθε x. Οπότε, από συνέπειες του θεωρήματος 
Bolzano, η f διατηρεί το πρόσημό της σε όλο το R και επειδή f(0)=1>0 έχουμε 
ότι f(x)>0 για κάθε Rx∈ . 
γ. H σχέση (1) για α=-x και β=x γίνεται  

)(
1)(1)()()()()0()()()(

0)(

xf
xfxfxfxfxffxfxfxxf

xf
=−⇔=⋅−⇔⋅−=⇔⋅−=+−

≠

δ. Έστω Rxx ∈21 ,  με )()( 21 xfxf =  (2) 
Θέτω hxxhxx +=⇔=− 2121  οπότε  

(2) 
0)(

2222

2

)()()()()(
≠

⇔=⋅⇔=+⇔
xf

xfhfxfxfhxf  
01)( =⇔= hhf  αφού η εξίσωση 1)( =xf  έχει μοναδική ρίζα το 0 

Οπότε 2121 0 xxxx =⇔=−  
Άρα f “1-1” επομένως αντιστρέφεται. 
Έστω axf =− )(1  και β=− )(1 yf  τότε x=f(α) και y=f(β) οπότε  

)()()()()()()( 1111
)1(

yfxfxyfaxyfafxyfafxy −−−− +=⇔β+=⇔β+=⇔β=  
 
 
ΘΕΜΑ 6Ο  (Όριο – συνέχεια) 
Για τη συνεχή στο [-1, 1] συνάρτηση f, ισχύει xxxxf συν−−−= 212)(   (1) για 
κάθε ]1,1[−∈x .  
α. Να βρείτε το f(0) 
β. Να βρείτε το α∈R ώστε η συνάρτηση  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

∪−∈
=

0,

]1,0()0,1[,)(

)(
xa

x
x
xf

xg      

να είναι συνεχής 
γ. Για την τιμή του α που βρήκατε στο προηγούμενο ερώτημα, να δείξετε ότι η 
g διατηρεί σταθερό πρόσημο στο [-1, 1]. 
 
 
ΛΥΣΗ  

α. (1) 
x

xxxf
x συν−−−

=⇔
≠ 20 12)(  

Οπότε 

=+
−+

−−
=

συν−
+

−−
=

συν−−−
=

→→→→→
0

)11(

)1(1lim1lim11lim12lim)(lim
2

2

00

2

0

2

00 xx
x

x
x

x
x

x
xxxf

xxxxx

0
2
0

11
lim

20
==

−+→ x

x
x

 αλλά f συνεχής στο 0, οπότε f(0)=0 

β. Η g είναι συνεχής στο ]1,0()0,1[ ∪−  ως πηλίκο συνεχών. 

ΚΥΠΡΙΑΝΟΣ ΕΥΑΓΓΕΛΟΣ



Επίσης 

1
2
1

2
1

1
1lim

11
1lim

)1(
1lim

)11(
)1(1lim

1lim11lim12lim)(lim)(lim

2

2

0202
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2

0
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2
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2

0

)1(

00

=+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
συν+

⋅
ημ

+
−+

=
συν+

συν−
+

−+

−−

=
συν−

+
−−

=
συν−−−

==

→→→→

→→→→→

xx
x

xxx
x

xx
x

x
x

x
x

x
xx

x
xfxg

xxxx

xxxxx

Άρα πρέπει α=1 
γ. Αρκεί να δείξουμε ότι 0)( ≠xg  για κάθε ]1,1[−∈x .  
Είναι 01)0( ≠=g  

Επίσης xxxx συνσυν −+−−=−−− 11112 22  

Αλλά για 0≠x  ισχύει 011 2 >−− x  και 01 ≥− xσυν  

οπότε 0)(0111 2 >⇔>συν−+−− xxfxx  οπότε 0)( ≠xf . Άρα για 0≠x  
ισχύει 0)( ≠xg . Επομένως 0)( ≠xg  για κάθε ]1,1[−∈x . 
 
 
ΘΕΜΑ 7Ο   (Συνέχεια – μονοτονία με ορισμό – “1-1”) 
Δίνεται η συνάρτηση RRf →:  για την οποία ισχύει yxyfxf −<− )()(  (1) 
για οποιαδήποτε Ryx ∈,  με yx ≠ .  
α. Να αποδειχθεί ότι η f είναι συνεχής στο R 
β. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση )()( xfxxg −=  είναι γνησίως αύξουσα στο 
R 
γ. Να λυθεί η εξίσωση 32)3()2( 2323 −+=−− xxxfxf  
 
 
ΛΥΣΗ  
α. Έστω Rx ∈0 . Τότε για κάθε Rx∈  με 0xx ≠  ισχύει 

00000 )()()()( xxxfxfxxxxxfxf −<−<−−⇔−<−  

Αλλά ( ) 0limlim 0000
=−=−−

→→
xxxx

xx
 

Οπότε από κριτήριο παρεμβολής ( ) )()(lim0)()(lim 000 0

xfxfxfxf
xxx

=⇔=−
→→

 

Άρα η f είναι συνεχής στο R. 
β. Έχουμε )()()()( xgxxfxfxxg −=⇔−= . Έστω Rxx ∈21 ,  με 21 xx ≠  τότε 
ισχύει  

2)()(0

0)()(21)()(111)()(1

1))()(()()()()(

21

21

21

21

21

21

21

21

21

2121
2122112121

<
−
−

<

⇔<
−
−

−<−⇔<
−
−

−<−⇔<
−
−

−

⇔<
−

−−−
⇔−<+−−⇔−<−

xx
xgxg

xx
xgxg

xx
xgxg

xx
xgxg

xx
xgxgxxxxxgxxgxxxxfxf

Οπότε 0
)()(

21

21 >
−
−
xx
xgxg

 

Αν 21 xx <  τότε 021 <− xx  οπότε )()(0)()( 2121 xgxgxgxg <⇔<−  
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Επομένως g γνησίως αύξουσα στο R. 
γ. Διαδοχικά έχουμε  

03223)2()3(
)2(2)3(332)3()2(

233232

33222323

=−+⇔=−⇔=−

⇔−=−−−⇔−+=−−

xxxxxgxg
xfxxfxxxxfxf

 

2 1 0 -3 x=1 
/// 2 3 3  
2 3 3 0  
 

Οπότε 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

νατοαδ=++

=

ύxx

ή
x

0332

1

2

 

Άρα x=1 
 
 
ΘΕΜΑ 8Ο  (Μιγαδικοί – θ. Bolzano) 

Δίνεται ο μιγαδικός 
iz

zw
−
+

=
2  με Ryxyixz ∈+= ,,  με )1,0(),( ≠yx . 

α. Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ(x,y) του επιπέδου, για τα 
οποία 2=w . 
β. Αν Α(α,β) ένα σημείο του γεωμετρικού τόπου του α ερωτήματος, να 
αποδείξετε ότι η εξίσωση 010)2(2)2(3 3252 =−−+− xxa β  έχει μια ακριβώς 
ρίζα στο διάστημα (0, 1). 
 
 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ 
α. Έχουμε  

)1(10)2()2(0244

02)(2)(22222422

))((2)2)(2(222
2

2

2222 =−+−⇔=−−−+

⇔=−+−−+⇔+−+=+++

⇔+−=++⇔−=+⇔=
−

+
⇔=

≠

yxxyyx

zzzzizzziizzzzzzz

izizzzizz
iz

z
w

iz

 

Η (2) για x=0 και y=1 δεν επαληθεύεται. 
Επομένως ο ζητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι ο κύκλος κέντρου Κ(2,2) και 
ακτίνας 10=ρ . 
β. Επειδή το Α είναι σημείο του γεωμετρικού τόπου έχουμε 

10)2()2( 22 =−+− βa .  
Θεωρούμε τη συνάρτηση ]1,0[,10)2(2)2(3)( 3252 ∈−−β+−= xxxaxf  
Η f είναι συνεχής στο [0, 1] ως πολυωνυμική. 
Ακόμη f(0)=-10<0  και  

0)2(10
)2()2()2(10)2()2(10)2(2)2(3)1(

2

2222222

>−+

=−+−+−+−−+−=−−+−=

a
aaaaf βββ

Οπότε από το θεώρημα Bolzano προκύπτει ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει μια 
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τουλάχιστο ρίζα στο (0, 1). Όμως 0)2(6)2(15)( 2242 >−+−=′ xxaxf β  για 
κάθε )1,0(∈x . Οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο (0, 1). Επομένως η ρίζα 
είναι μοναδική. 
 
 
ΘΕΜΑ 9Ο  (Μιγαδικοί – Θ. Rolle) 
Δίνεται η παραγωγίσιμη στο (0, +∞) συνάρτηση f για την οποία 0)( ≠xf  για 

κάθε ),0( +∞∈x  και οι μιγαδικοί )(2
1 aifaz +=  και 

)(
11

22 β
+

β
=

f
iz  με 0<α<β 

για τους οποίους ισχύει 2121 zzzz −=+ . 

Να αποδείξετε ότι 
α. Ο z1z2 είναι φανταστικός 
β. Οι αριθμοί f(α) και f(β) είναι ανάλογοι των τετραγώνων των α και β  

γ. Υπάρχει ένας τουλάχιστον ξ∈(α, β) τέτοιος ώστε 
ξ
ξ

ξ
)(2

)(
ff =′  

 
 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ  
α. Διαδοχικά έχουμε  

0)Re(20022

))(())((

2121212121

2212211122122111

21212121

2

21

2
212121

=⇔=+⇔=+

⇔+−−=+++

⇔−−=++

⇔−=+⇔−=+

zzzzzzzzzz

zzzzzzzzzzzzzzzz

zzzzzzzz

zzzzzzzz

 

21zz⇔  φανταστικός  

β. Είναι =++= )
)(

11))(((
2

2
21 ββ f

iaifazz  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−=−++

2

2

2

2

2

2

2

2 )(
)()(

)(
)(
)()(

)( βββββ
α

βββ
af

f
ai

f
afa

f
fafi

f
aia  

Αλλά z1z2 φανταστικός ⇔ 2

2

2

2

)(
)(0

)(
)(

β
=

β
⇔=

β
α

−
β

a
f
af

f
fa (1) 

Οπότε f(α) και f(β) ανάλογα των τετραγώνων των α και β 

γ. 
22

)()()1(
β
βf

a
af

=⇔  

Η συνάρτηση 
2

)()(
x
xfxg =  είναι παραγωγίσιμη στο ),0( +∞  με 

34

2 )(2)()(2)()(
x

xfxfx
x

xxfxfxxg −′
=

−′
=′  και επίσης )()( βgag = . Οπότε για 

την g εφαρμόζεται θεώρημα Rolle στο [α, β]. Άρα υπάρχει ξ∈(α, β) τέτοιος 

ώστε 
ξ
ξ

ξξξξξ
)(2)(0)(2)(0)( ffffg =′⇔=−′⇔=′  
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ΘΕΜΑ 10Ο (Θ. Rolle – παράγωγος – εφαπτομένη)  
Δίνονται οι συναρτήσεις f και g ορισμένες στο R για τις οποίες υπάρχει Rx ∈0  
τέτοιο ώστε )()()( 0 xgxxxf −=  για κάθε Rx∈  και ακόμη για την f εφαρμόζεται 
το θεώρημα Rolle στο διάστημα [α, β] με α,β∈R, α<β. Αν f(α)=0 και ],[0 β∉ ax  
να δειχθεί ότι  
α. υπάρχει ξ∈(α, β) τέτοιο ώστε g΄(ξ)=0 
β. Η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία Α(ξ, (f(ξ)) και Β(x0, 0) εφάπτεται της 
Cf στο Α 
 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ  

α. Ισχύει 00 ≠− xx   για κάθε ],[ β∈ ax  αφού ],[0 β∉ ax . Οπότε 
0

)()(
xx
xfxg

−
=  

Η f είναι συνεχής στο [α, β] οπότε και η g ως πηλίκο συνεχών. Η f είναι 
παραγωγίσιμη στο (α, β) οπότε και η g ως πηλίκο παραγωγίσιμων.  

Ακόμη 00)()(
00

=
−

=
−

=
xaxa

afag  και 0)()()(
00

=
−

=
−

=
x
af

x
fg

ββ
β

β  οπότε g(α)=g(β)  

Επομένως από θεώρημα Rolle υπάρχει ξ∈(α, β) τέτοιος ώστε g΄(ξ)=0  (1) 
β. Αρκεί η εφαπτομένη της Cf στο Α να διέρχεται από το Β. 

Είναι 
2

0

0

)(
)())((

)(
xx

xfxxxf
xg

−
−−′

=′  

Οπότε η (1) είναι ισοδύναμη με την 
0

0
)()(0)())((
x

fffxf
−

=′⇔=−−′
ξ

ξ
ξξξξ  

Η εφαπτομένη της Cf στο Α είναι  

)()()())(()(:
0

ξ−
−ξ
ξ

=ξ−⇔ξ−ξ′=ξ−ε x
x

ffyxffy  (2) 

Η (2) για x=x0 και y=0 (συντεταγμένες του Β) γίνεται 

)()()()()(0 0
0

ξξξ
ξ

ξ
ξ ffx

x
ff −=−⇔−
−

=−  αληθεύει.  

Άρα το Β είναι σημείο της ε.  
 
 
ΘΕΜΑ 11Ο   (Θ.Μ.Τ.) 
α. Να αποδειχθεί ότι για την συνάρτηση f(x)=lnx εφαρμόζεται ΘΜΤ στο [α, β] 

)0( β<< a  και ισχύει 
a

a 1lnln1
<

−
−

<
αβ

β
β

 (1) 

β. Να αποδειχθεί ότι πππ 2eee >   (2) 
 
 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ  

α. Η f είναι παραγωγίσιμη στο ),0( +∞  με 
x

xf 1)( =′  οπότε σε κάθε διάστημα 

[α, β] με β<< a0  εφαρμόζεται για την f  Θ.Μ.Τ. Από ΘΜΤ υπάρχει ξ∈(α, β) 
τέτοιο ώστε  
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αβ
β

ξαβ
β

ξ
−
−

=⇔
−
−

=′ aafff lnln1)()(
)(   

οπότε a
a

a
>ξ>β⇔<

ξ
<

β
⇔

>ξβ 0,,111)1(   αληθεύει  

β. Η (2) γράφεται ισοδύναμα ⇔>+⇔> eeee ee ln2lnlnln)ln( 2 πππ πππ  

)3(lnln1
)ln(lnln)()ln(lnln)(lnlnlnln

e
e

eeeeeeeeee
e

−
−

<⇔

⇔−<−⇔−>−⇔−>−
>

π
π

π

ππππππππππ
π

Αλλά υπάρχει ξ∈(e, π) τέτοιο ώστε 
e
e

e
efff

−
−

=⇔
−
−

=′
π
π

ξπ
π

ξ lnln1)()()(  

Οπότε (3) ξπ
ξπ

>⇔<⇔
11  αληθεύει . 

 
 
ΘΕΜΑ 12Ο   (Θ. Bolzano, ΘΜΤ) 
Δίνεται η συνεχής στο [0, 1] συνάρτηση f για την οποία ισχύει f(0)=1 και 
f(1)=0. Να αποδείξετε ότι 
α. Υπάρχει )1,0(0 ∈x  τέτοιο ώστε 00 )( xxf =  
β. Αν, επί πλέον η f είναι παραγωγίσιμη στο (0, 1) τότε υπάρχουν 

)1,0(, 21 ∈xx  τέτοια ώστε 1)()( 21 =′⋅′ xfxf . 
 
 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ  
α. Η συνάρτηση g(x)=f(x)-x είναι συνεχής στο [0, 1] ως διαφορά συνεχών και 

01010)0()0( >=−=−= fg  και 01101)1()1( <−=−=−= fg . Οπότε, από 
θεώρημα Bolzano, υπάρχει )1,0(0 ∈x  τέτοιο ώστε  

00000 )(0)(0)( xxfxxfxg =⇔=−⇔=  
β. Για την συνάρτηση f εφαρμόζεται ΘΜΤ σε καθένα από τα διαστήματα 

],0[ 0x  και ]1,[ 0x . Οπότε υπάρχουν ),0( 01 xx ∈  και )1,( 02 xx ∈  τέτοια ώστε 

)1(
1

0
)0()(

)(
0

0

0

0
1 x

x
x

fxf
xf

−
=

−
−

=′  και  

)2(
11

0
1

)()1(
)(

0

0

0

0

0

0
2 −

=
−
−

=
−
−

=′
x
x

x
x

x
xff

xf  

Από τις (1) και (2) έχω 1)()( 21 =′⋅′ xfxf  
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ΘΕΜΑ 13Ο   (Μονοτονία – ακρότατα – σύνολο τιμών - απόδειξη 
ανισότητας - λύση ανίσωσης) 

Δίνονται οι συναρτήσεις 
xe
xxf 2)( =  και 1

3
)(

3

−−−= xxexg x  

α. Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα  
β. Να βρείτε το σύνολο τιμών της f και να αποδείξετε ότι xe x 2>  για κάθε 

Rx∈  
γ. Να μελετήσετε την g ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα 
δ. Να βρείτε το σύνολο τιμών της g 
ε. Να λύσετε την ανίσωση )14()( 22 +< xgeg x  
 
ΛΥΣΗ  
α. RD f =  (αφού 0≠xe  για κάθε Rx∈ ) όπου η f είναι παραγωγίσιμη με 

xx

xx

e
x

e
xeexf 22

)(
22)(

2

−
=

−
=′  

Σχηματίζουμε τον πίνακα  
 
 
 
 
 
 
 
Οπότε είναι ↑f  στο ↓−∞ f],1,(  στο ),1[ +∞  

Στο 1 η f έχει (ολικό) μέγιστο το 
e

f 2)1( =  

β. Είναι −∞=−∞+∞=⋅=
−∞→−∞→

)()21(lim)(lim x
e

xf xxx
 

Οπότε σε συνδυασμό και με το α) ερώτημα έχουμε ότι ]2,()(
e

Rf −∞=                     

(Δεν χρειάζεται το )(lim xf
x +∞→

 αφού −∞=
−∞→

)(lim xf
x

)  

Η ζητούμενη ανίσωση xe x 2>  γίνεται 12
<xe
x  (αφού 0>xe ) που αληθεύει 

αφού 
ee

x
x

22
≤  και 12

<
e

 

γ. RDg =  όπου η g είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με  

1)( 2 −−=′ xexg x  και 
02)( >−=′′ xexg x  για κάθε Rx∈  από β) ερώτημα 

Οπότε ↑′g  και επειδή 0)0( =′g  έχουμε τον πίνακα  
 
 
 
 
 

  x   -∞                    1                    +∞ 
 
f΄(x)            +           0           -  
 
  f                        μέγιστο 

  x    -∞                    0                   +∞ 
 
g΄(x)            -           0          +  
 
  g                      ελάχιστο 

ΚΥΠΡΙΑΝΟΣ ΕΥΑΓΓΕΛΟΣ



Οπότε ↓g  στο ]0,(−∞ , ↑g στο ),0[ +∞  
 
Στο 0 η g έχει ελάχιστο το g(0)=0  

δ. Είναι +∞=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−=

−∞→−∞→
1

3
lim)(lim

3

xxexg x

xx
 αφού 0lim =

−∞→

x

x
e  και 

+∞=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−

−∞→
1

3
lim

3

xx
x

 

Οπότε σε συνδυασμό και με το γ) ερώτημα έχουμε ότι ),0[)( +∞=Rg  

ε. Είναι 014,0 22 >+> xe x  και ↑g  στο ),0[ +∞  οπότε η ανίσωση 

)14()( 22 +< xfef x  γίνεται  

00200)(01114 22
2

22 <⇔<⇔<⇔<′⇔<−−⇔+<⇔+<
=

xxyygyeyexe yy
yx

x

 
 
ΘΕΜΑ 14Ο  (Rolle – Μονοτονία) 
α. Αν για τη συνάρτηση f εφαρμόζεται το θεώρημα Rolle στο [α, β] και 

0)( <′′ xf  για κάθε ],[ β∈ ax  να δείξετε ότι )()( afxf >  για κάθε ),( β∈ ax . 

β. Αν για τη συνάρτηση g ισχύει 0)( <′′ xg  για κάθε ]1,0[∈x  να δείξετε ότι 
)1()1)(0()( xgxgxg −+> . 

 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ  
α. Από θεώρημα Rolle υπάρχει ξ∈(α, β) τέτοιο ώστε 0)( =′ ξf . Αλλά 

0)( <′′ xf  στο [α, β] οπότε ↓′f  στο [α, β]. Οπότε για x∈[α, ξ) είναι 
0)()()( >′⇔′>′⇔< xffxfx ξξ  και για ],( βξ∈x  είναι 
0)()()( <′⇔′<′⇔> xffxfx ξξ . Άρα για το πρόσημο της f΄ και την 

μονοτονία της f έχουμε τον πίνακα 
 
 
 
 
 
 
 
Άρα ↑f  στο [α, ξ] οπότε για x∈(α, ξ], ισχύει )()( afxf >  και ↓f  στο [ξ, β] 
οπότε για ),[ βξ∈x  ισχύει )()()()( afxffxf >⇔> β  
Άρα για κάθε ),( β∈ ax  ισχύει )()( afxf > . 
β. Θεωρώ τη συνάρτηση )1()1)(0()()( xgxgxgxf ++−=  
Είναι )1()0()()( ggxgxf +−′=′  και )()( xgxf ′′=′′ , οπότε 0)( <′′ xf  για κάθε 

]1,0[∈x . Επίσης 00)0()0()0( =+−= ggf  και 0)1()1(2)1()1( =+−= gggf  
Οπότε για την f εφαρμόζεται και το θεώρημα Rolle στο [0, 1]. Επομένως για 
κάθε )1,0(∈x  ισχύει  

)1()1)(0()(0)1()1)(0()()0()( xgxgxgxgxgxgfxf −+>⇔>++−⇔>  
 

 x    α                     ξ                    β 
 
f΄(x)         +            0             - 
 
 f 
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ΘΕΜΑ 15Ο  (Μονοτονία και με ορισμό – πλήθος ριζών) 
α. Να δειχτεί ότι αν μια συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα σε ένα διάστημα Δ 
τότε ισχύει η ισοδυναμία 2121 )()( xxxfxf <⇔<   (x1,x2∈Δ) . 
β. Να δειχτεί ότι η συνάρτηση xexg x +=)(  είναι γνησίως αύξουσα στο R. 

γ. Δίνεται η συνάρτηση Rxxeexf xxx ∈+−= +++ ,)( 2112

. Να δειχθεί ότι η 

εξίσωση f(x)=0 έχει μοναδική ρίζα την x=0 και για οποιαδήποτε *Rx∈  ισχύει 
f(x)>0. 
 
 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ 
α. Έστω Δ∈21 , xx με 21 xx <  τότε )()( 21 xfxf <  αφού ↑f  στο Δ. Αντίστροφα. 
Έστω Δ∈21 , xx με )()( 21 xfxf < . Αν 21 xx ≥  τότε )()( 21 xfxf ≥  (αφού ↑f  
στο Δ) άτοπο . Άρα x1<x2. Επομένως 2121 )()( xxxfxf <⇔< . 
β. Είναι 01)( >+=′ xexg  για κάθε Rx∈  οπότε ↑g  στο R.   
γ. Είναι 00)0( 11 =+−= eef  οπότε το x=0 ρίζα της f(x)=0. Θα δείξουμε ότι για 
κάθε *Rx∈  ισχύει  

11

0)1(100)(
121

211211

2

22

++>+++

⇔>+−+++−⇔>+−⇔>
+++

++++++

xexxe

xxxeexeexf
xxx

xxxxxx

 

0011)1()1( 222 ≠⇔>⇔+>++⇔+>++⇔
↑

xxxxxxgxxg
g

 
Άρα πράγματι για κάθε x≠0 ισχύει f(x)>0 
 
 
ΘΕΜΑ 16Ο Ακρότατα – Κριτήριο Παρεμβολής – Σύνολο τιμών 

α. Να δειχτεί ότι 1
1

−+≤ axax a  για οποιαδήποτε x>0 και α>1 

β. Να δειχτεί ότι ( ) 12lim 5
1

=− −
+∞→

x
x

x  

γ. Να δειχτεί ότι xexx <−−
−

20042005 2005
1

 για κάθε ),0( +∞∈x  
 
 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ  

α. Η ζητούμενη γίνεται 01
1

≤+−− axax a  

Έστω 1)(
1

+−−= axaxxf a  , ),0( +∞∈x  
Αρκεί να δείξουμε ότι η f έχει μέγιστο το 0 ή κάποιον μικρότερο του 0. 

Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο ),0( +∞=fD  με 1)(
11

−=′
−
axxf  και 

011)(
21

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=′′

−
ax

a
xf  για κάθε ),0( +∞∈x  και ),1( +∞∈a  οπότε ↓′f . 

Λύνω την εξίσωση 110)(
1

1

=⇔=⇔=′
−

xxxf a  
Για το πρόσημο της f΄ και την μονοτονία της f σχηματίζω τον πίνακα 
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Άρα η f έχει μέγιστο το 011)1( =+−−= aaf  
β. Η ανισότητα του α) ερωτήματος θέτοντας όπου x το 2−x  και όπου α το 
x-5 και θεωρώντας x>6 (τότε 02 >−x  και 15 >−x ) γίνεται  

( ) ( )
5
6

5
221522)5( 5

1
5

1

−
−

+
−
−

≤−⇔−−+−≤−− −−

x
x

x
xxxxxx xx  

Αλλά για κάθε x>6 είναι 12 >−x  και αφού x-5>0 ισχύει ( ) 12 5
1

>− −xx  

Οπότε ( )
5
6

5
221 5

1

−
−

+
−
−

≤−< −

x
x

x
xx x  

Όμως 11lim =
+∞→x

 και 1
5
6

5
2lim =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

+
−
−

+∞→ x
x

x
x

x
 

Επομένως από κριτήριο παρεμβολής έχουμε ( ) 12lim 5
1

=− −
∞→

x
x

x  

γ. Η συνάρτηση f του α ερωτήματος για α=2005 γίνεται 

20042005)( 2005
1

−−= xxxf  και ισχύει 0)( ≤xf  για κάθε ),0( +∞∈x  

Επίσης 0>xe  για κάθε Rx∈  

Άρα για κάθε ),0( +∞∈x  ισχύει xexx <−− 20042005 2005
1

 
 
 
ΘΕΜΑ 17Ο (Ανισότητα – μονοτονία – ανισότητα με δύο μεταβλητές) 
Να αποδείξετε ότι  

α. Για κάθε ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

∈
2

,0x  ισχύει xxx συνημ>  

β. Η συνάρτηση 
x
xxf εφ

=)(  είναι γνησίως αύξουσα στο ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

2
,0  

γ. Αν 
2

0 π
<β<α<   τότε 

β
α

<
εφβ
εφa  

 
Απόδειξη  
α. Έστω xxxx συνημ−=φ )(  

Είναι 021)( 222 >ημ=ημ+συν−=φ′ xxxx  για κάθε ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

∈
2

,0x  

Αλλά φ συνεχής στο ⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞π

2
,0  οπότε φ ↑  στο ⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞π

2
,0  

 x       0               1              +∞  
 
f΄(x)           +       0        -  
 
 f                     μέγιστο  
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Επομένως για ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

∈
2

,0x  ισχύει xxxxxxx συνημ>⇔συνημ−⇔φ>φ )0()(  

β. Είναι  

0)(
1

)( 22222

2
>

συν
φ

=
συν

συνημ−
=

εφ−
συν=′

xx
x

xx
xxx

x

xx
xxf  για κάθε ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

∈
2

,0x   

άρα f ↑ στο ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

2
,0  

γ. Η ζητούμενη, αφού 0>εφβ  και 0>α , γίνεται ισοδύναμα 

)()( β<⇔
β
εφβ

<
α
εφα faf  αληθεύει αφού 

2
0 π

<β<< a  και f ↑ στο ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

2
,0 . 

 
 
ΘΕΜΑ 18Ο  (Μονοτονία – κοίλα – πλήθος ριζών) 

Δίνονται οι συναρτήσεις 
2

12ln)(
xx

xxf −+=  και xexg x ln)( =  

α. Να αποδείξετε ότι )()( xfexg x=′′  
β. Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα κοίλα 
γ. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει μοναδική ρίζα και να βρείτε ένα 

διάστημα πλάτους 
2
1  στο οποίο περιέχεται 

δ. Να αποδείξετε ότι η g έχει μοναδικό σημείο καμπής. 
 
 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ  
α. Είναι ),0( +∞== gf DD  όπου  f και g είναι δύο φορές παραγωγίσιμες. 

Έχουμε 
x

exexg xx 1ln)( +=′  και  

)()12(ln111ln)( 22 xfe
xx

xe
x

e
x

e
x

exexg xxxxxx =−+=−++=′′  

 
β. Έχουμε  

f

f

Dxά
x
xx

xxx
xf

fόDxά
x
xx

xxx
xf

∈θεκγια<
−+−

=−+−=′′και

↑τεοπ∈θεκγια>
+−

=+−=′

064641)(

022221)(

4

2

432

3

2

32

  

οπότε η f στρέφει τα κοίλα κάτω 
 
γ. Είναι ↑f  οπότε η f(x)=0 έχει το πολύ μια ρίζα. Αρκεί, λοιπόν, να 

προσδιορίζουμε ένα διάστημα με πλάτος 
2
1 , στα άκρα του οποίου, η f έχει 

ετερόσημες τιμές. Είναι 01
1
1

1
21ln)1(

2
>=−+=f  και επειδή η ↑f  θα ψάξω 

τιμή της f για x<1.  
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Είναι 02ln442ln

2
1
1

2
1
2

2
1ln

2
1

2
<−=−+−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛f  άρα στο διάστημα 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 1,

2
1  η f(x)=0 έχει την μοναδική της ρίζα. (αφού f συνεχής). 

δ. Από γ. ερώτημα υπάρχει ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈ 1,

2
1

0x  τέτοιο ώστε 0)( 0 =xf  και ↑f  οπότε 

έχουμε τον πίνακα  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Άρα η g έχει μοναδικό σημείο καμπής.  
 
 
ΘΕΜΑ 19Ο  (Κοίλα) 
Α. Να αποδείξετε ότι αν μια παραγωγίσιμη συνάρτηση f στρέφει τα κοίλα άνω 

σε ένα διάστημα Δ, τότε 
2

)()(
2

2121 xfxfxx
f

+
≤⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
 (1) για οποιαδήποτε 

Δ∈21 , xx . 
Β. Δίνεται η συνάρτηση )ln(ln)( xxf −=  
α. Να δείξετε ότι η f είναι κυρτή  

β. Να δείξετε ότι για οποιαδήποτε ),1(, 21 +∞∈xx ισχύει 21
21 lnln

2
ln xx

xx
≥

+
 

 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ  
Α. Η (1) είναι προφανής για x1=x2. Έστω τώρα 21 xx ≠ . 
Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορώ να υποθέσω ότι 21 xx < . 
Η σχέση (1) γίνεται ισοδύναμα 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−<−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⇔+≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
)()(

2
)()(

2
2 21

21
21

21
21 xxfxfxfxxfxfxfxxf   (2) 

 

    1x          
2

21 xx +
         2x  

 

 x          0                           x0                           +∞ 
 
 )(xf               -                   0              + 
 

)(
)(

xg
xfe x

′′
             -                 0              + 

 
 g                                     Σ Κ
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Αλλά 0
22

21
21

21 >
+

−=−
+ xxxxxx  αφού το 

2
21 xx +

 είναι μέσο του 

διαστήματος με άκρα x1 και x2 .  Οπότε 

2

2
)(

2

)(
2

)2(
21

2

21
2

1
21

1
21

xx
x

xx
fxf

x
xx

xf
xx

f

+
−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
−

≤
−

+

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +

⇔  (3) 

Για την f όμως εφαρμόζεται ΘΜΤ σε κάθε διάστημα που είναι υποσύνολο του 

Δ, αφού η f είναι παραγωγίσιμη στο Δ. Οπότε υπάρχουν ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∈ξ
2

, 21
11

xxx  και 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∈ξ 2
21

2 ,
2

xxx  τέτοια ώστε 
1

21

1
21

1

2

)(
2

)(
x

xx

xf
xx

f
f

−
+

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +

=ξ′  και 

2

2
)(

)(
21

2

21
2

1 xx
x

xx
fxf

f
+

−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
−

=′ ξ  οπότε )()()3( 21 ξξ ff ′≤′⇔  που αληθεύει αφού 

21 ξξ <  και ↑′f . 
Β.α. Πρέπει 10ln >⇔> xx  οπότε ),1( +∞=fD  

Έχουμε 
xx

x
x

xf
ln
1)(ln

ln
1)( −=′−=′  και ( )

( ) ( )
0

ln
1ln

ln
ln)(

22
>

+
=

′
=′′

xx
x

xx
xxxf  για 

κάθε ),1( +∞∈x . Άρα η f είναι κυρτή. 
β. Η f είναι κυρτή, οπότε από Α ερώτημα προκύπτει ότι για οποιαδήποτε 

),1(, 21 +∞∈xx  ισχύει  

( )
21

21
ln

21
212121

21212121

lnln
2

lnlnlnln
2

lnln
2

lnlnln
2

lnln

2
)ln(ln)ln(ln

2
lnln

2
)()(

2

xx
xx

xx
xxxxxx

xxxxxfxfxx
f

≥
+

⇔≥⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
⇔

⋅
≥⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +

⇔
−−

≤⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
−⇔

+
≤⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +

↑

 
 
ΘΕΜΑ 20Ο  (Συνέχεια – de l’ Hospital - εφαπτομένη) 

Δίνεται η συνάρτηση 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

≠
−++

=
0,0

0,3

)(
x

x
x

a

xf

xxx γβ

       με 0,,1 >≠ γβa . 

Αν η f είναι συνεχής στο R. 
α. Να αποδειχθεί ότι 1=⋅⋅ γβa   
β. Να αποδειχθεί ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 0 και να βρεθεί η εξίσωση της 
εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο σημείο Α(0,f(0)). 
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ΛΥΣΗ 
α. Η f είναι συνεχής σε κάθε 0≠x  ως πηλίκο συνεχών, ανεξάρτητα από τα 
α,β,γ. 
Έχουμε  

( )

( ) )ln(lnlnlnlnlnlnlim
)(

3lim3lim)(lim

0

000

0
0

βγγβγγββ

γβγβ

aaaa
x

a
x

axf

xxx

x

xxx

x

xxx

xx

=++=++

=
′

′
−++

=
−++

=

→

→→→  

Για να είναι η f συνεχής και στο 0 πρέπει 
10)ln()0()(lim

0
=⇔=⇔=

→
αβγαβγfxf

x
 

β. Έχουμε  

( )γ+β+=
γγ+ββ+

=
′

′γγ+ββ+
=

γγ+ββ+

=
′

′−γ+β+
=

−γ+β+
=

−
−γ+β+

=
−
−

→

→→

→→→→

222
222

0

00

20

0
0

2000

lnlnln
2
1

2
lnlnlnlim

)2(
)lnlnln(lim

2
lnlnlnlim

)(
)3(lim3lim

03

lim
0

)0()(lim

0
0

aaa
x

aa
x

aa

x
a

x
a

x
x

a

x
fxf

xxx

x

xxx

x

xxx

x

xxx

x

xxx

x

xxx

xx

Οπότε ( )γβ 222 lnlnln
2
1)0( ++=′ af .  

Επομένως η εφαπτομένη της Cf στο Α(0,f(0)) είναι 

( )xay γβε 222 lnlnln
2
1: ++=  

 
 
ΘΕΜΑ 21Ο (Απροσδιοριστία – κανόνας De l’ Hospital – μονοτονία – 
σύνολο τιμών) 

Δίνεται ότι η συνάρτηση 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≠=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

εφ
−

>−+
=

→
)0(0,

22
lim

0,ln
)(

ax
a
hah

xxxxe
xf

ah

x

  είναι 

συνεχής στο πεδίο ορισμού της  
α. Να βρεθεί ο αριθμός α 
β. Να μελετηθεί ως προς την μονοτονία η  f και να βρεθεί το σύνολο τιμών 
της. 
γ. Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την Cf τον άξονα 
x΄x και τις ευθείες x=1 και x=e.  
 
 
ΛΥΣΗ  
α. Για το f(0) θέτω axhxah +=⇔=−  οπότε 0→⇔→ xah  

Έχουμε =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+
π

εφ=
+π

εφ⋅=
π

εφ
−

→→→ a
xx

a
axx

a
hah

xxah 222
lim

2
)(

2
lim

22
lim

00
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π
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
συν

ημπ
−=

ημ
συνπ−=

π
ημ

π
συν

−=
π

σφ−
→→

=
π

→→

ak
k
ka

k
k

ak

a
x
a
x

x
a
xx

kk

k
a
x

xx 00

2

00
lim

2

2

lim

2

2
2

lim
22

lim  

Οπότε 
π
af −=)0( .  

Επίσης 0)(lim
1

1

lim
1

)(ln
lim

1
lnlim)ln(lim

0

2

0000
=−=

−
=′

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

′
==

→→→→→

∞
∞

x

x

x

x

x

x

xxx
xxxxx

 

Οπότε 1)ln(lim)(lim
00

=−+=
→→

xxxexf x

xx
. Άρα πρέπει π

π
−=⇔=− aa 1  

β. Είναι 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

>−+
=

0,1

0,ln
)(

x

xxxxe
xf

x

.  

Για x>0 έχουμε xexexf xx ln1ln1)( −=−−+=′  
Για ]1,0(∈x  είναι 0ln0ln ≥−⇔≤ xx  οπότε 0)( >′ xf  

Για x>1 είναι 01)( >−=′′
x

exf x  αφού 0111 >−⇒>>>
x

e
x

ee xx  οπότε ↑′f  

στο ),1[ +∞  (αφού είναι συνεχής στο ),1[ +∞ ) άρα για x>1 ισχύει 
exffxf >′⇔′>′ )()1()(  

Επομένως για κάθε x>0 ισχύει 0)( >′ xf  
Αλλά f συνεχής στο ),0[ +∞  επομένως ↑f  στο ),0[ +∞  

Το σύνολο τιμών της f είναι ( ) [ ))(lim),0(),0[ xfff
x +∞→

=+∞  

Έχουμε όμως 1)0( =f  και  

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=−+=

+∞→+∞→+∞→ xx
x

x

x

xx e
xx

e
xexxxexf ln1limlnlim)(lim  

Όμως 01lim
)(

)(limlim ==
′

=
+∞→+∞→+∞→

∞
∞

xxxxxx ee
x

e
x  και  

( )
( )

( ) 01lim

1

lim
)(
1lnlim1lnlimlnlimlnlim ===
′

′+
=

+
=′

′
=

+∞→+∞→+∞→+∞→+∞→+∞→

∞
∞

∞
∞

xxxxxxxxzxxx xee
x

e
x

e
x

e

xx
e
xx  

Οπότε +∞=−++∞=
+∞→

)001()(lim xf
x

. Επομένως ),1[)),0([ +∞=+∞f  

γ. Το ζητούμενο εμβαδό είναι ∫ ∫==
e e

dxxfdxxfE
1 1

)()(  αφού f(x)>0 για κάθε 

x∈ ),0[ +∞  

Έχουμε ∫ ∫ ∫ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=−+=

e e exx xdxxdxxedxxxxeE
1 1 1

2

ln
2

)()ln(  
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4
1

4
3

4
1
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1
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1
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2
1

2
)(ln

2
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2
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1 1
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1
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1

2

−−+=+−−−+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−−+

=⋅−+−−+=′−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+= ∫ ∫

eeeeeeexeeee

dx
x

xeeeeedxxxxxxe

ee
e

e

e ee
ee

x

 

 
 
ΘΕΜΑ 22Ο  (Ολοκλήρωμα – μονοτονία – σύνολο τιμών) 
Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση f με πεδίο ορισμού ),1( +∞  για την οποία 

ισχύει xxfxxf ln
2

)()(
′

−=  για κάθε ),1( +∞∈x και η γραφική της παράσταση 

τέμνει την ευθεία x=e στο σημείο της με τεταγμένη 4. Αν 0)( ≠xf  για κάθε 
),1( +∞∈x  

α. Να βρεθεί η συνάρτηση f 
β. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση axf =)(  έχει μοναδική ρίζα στο (1, +∞) για 
οποιοδήποτε α∈(0, +∞). 
 
ΛΥΣΗ  
α. Η δοθείσα σχέση γίνεται  

( ) ( ) ( ) ( )

)1()(ln)(

ln)ln(ln)(ln)ln(ln)(ln))(ln(ln))((ln

)ln(ln)(lnlnln2)(ln
ln
2

)(
)(

2

222

2
0ln

c

c

x

exxf

exxfcxxfdxxdxxf

xxfxxf
xxxf

xf

⋅=

⇔+=⇔+=⇔′=′

⇔
′

=′⇔′−=′⇔−=
′

−

−−−

−
>

∫ ∫

cc
ex

eeeef =⇔=⇒ −
=

4)(ln)()1( 2  

Οπότε 
x

xf
2ln
4)( =  

Αλλά f συνεχής οπότε ή 
x

xf
2ln
4)( =  για κάθε ),1( +∞∈x  ή 

x
xf

2ln
4)( −=  για 

κάθε ),1( +∞∈x . (Διατηρεί πρόσημο αφού 0)( ≠xf  για κάθε fDx∈ ) 

 Είναι όμως 04)( >=ef . Άρα 
x

xf
2ln
4)( =  για κάθε ),1( +∞∈x  

β. Αρκεί να δείξουμε ότι η f έχει σύνολο τιμών το ),0( +∞  (για να έχει μια 

τουλάχιστο ρίζα η εξίσωση 0,)( >= aaxf ) και f  “1-1” (για να έχει μια το 

πολύ ρίζα). Είναι 0
ln
8

)(ln
)(lnln24

)(ln
)(ln4)( 344

2

<−=
′⋅

−=
′

−=′
xxx

xx
x
xxf  αφού x>1. 

Άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα οπότε και “1-1”. Το σύνολο τιμών της είναι 
))(lim),(lim()),1((

1
xfxff

xx +→+∞→
=+∞ . 

Αλλά 0
ln

4lim)(lim
2

==
+∞→+∞→ x

xf
xx

  αφού +∞=
+∞→

x
x

lnlim  και  
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+∞==
++ →→ x

xf
xx 211 ln

4lim)(lim  αφού 0lnlim
1

=
+→
x

x
 και 0ln 2 >x  

Άρα ),0()),1(( +∞=+∞f  

Επομένως πράγματι η εξίσωση f(x)=α έχει μοναδική ρίζα στο ),1( +∞  για κάθε 

),0( +∞∈a . 
 
ΘΕΜΑ 23Ο  (Παράγωγος – διαφορική εξίσωση – κανόνας de l’ Hospital – 
εξίσωση – εμβαδό) 
Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση Rf →+∞),0(:  για την οποία ισχύουν 

1)1( =′f  και )()()( xyfyxfxyf +=  για όλα τα ),0(, +∞∈yx  
α. Να αποδείξετε ότι  

i.
x
xfxf )(1)( +=′  για κάθε ),0( +∞∈x  

ii. xxxf ln)( =  για κάθε ),0( +∞∈x  
β. Να βρείτε το )(lim

0
xf

x→
 

γ. Να λύσετε την εξίσωση 1)(2 2 −= xxf  
δ. Να βρείτε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 
παράσταση της ),(2)( xfxh = τη γραφική παράσταση της 1)( 2 −= xxg  και την 
ευθεία x=e. 
 
ΛΥΣΗ  

α. i. Δίνεται 0)1()1()1()1()()()(
1

=⇔+=⇒+=
==

ffffxyfyxfxyf
yx

 

Επίσης δίνεται 1
1
)(lim1

1
)1()(lim1)1(

11
=

−
⇔=

−
−

⇔=′
→→ h

hf
h

fhff
hh

 

Είναι 
xw
xfwfxf

xw −
−

=′
→

)()(lim)(  

Θέτουμε hxwh
x
w

=⇔=  οπότε 1→⇔→ hxw  και  

1)()1()(
)1(

)(
)1(

)1)((lim

)()()(lim)()(lim)(

1

11

+=′+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
−
−

=
−

−+
=

−
−

=′

→

→→

x
xff

x
xf

hx
hxf

hx
hxf

xhx
xfhxfxhf

xhx
xfhxfxf

h

hh
 

ii. Έχουμε  

xx
xf

xx
xfxxf

x
xfxxf

x
xfxf

x
xfxf 1)(1)()(1)()(1)()()(1)( 2 =

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇔=

−′
⇔=

−′
⇔=−′⇔+=′

Οπότε ∫ ∫ +=⇔+=⇔=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ >

cxxxxfcx
x
xfdx

x
dx

x
xf x

ln)(ln)(1)( 0
 (1) 

Είναι cxxf ++=′ 1ln)(  οπότε cf +=′ 1)1(  
Αλλά 0111)1( =⇔=+⇔=′ ccf  
Άρα (1) xxxf ln)( =⇔  
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β. Είναι 0)(lim
1

1

lim
1

)(ln
lim

1
lnlim)ln(lim

0

2
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−
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⎟
⎠
⎞

⎜
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γ. Η ζητούμενη εξίσωση γίνεται 01)(2 2 =+− xxf  
Έστω 1ln21)(2)( 22 +−=+−= xxxxxfxφ  

Είναι xxx 22ln2)( −+=′φ  και 22)( −=′′
x

xφ  

Έχουμε  
                                                                                  
 
 
 
 
 
 
Οπότε 0)( ≤′ xφ  για κάθε ),0( +∞∈x  με το “=” να ισχύει μόνο για x=1. 
Επομένως η φ είναι γνησίως φθίνουσα συνάρτηση. Άρα η εξίσωση φ(x)=0 
έχει το πολύ μια ρίζα. 
Είναι φανερό όμως ότι 0111ln12)1( 2 =+−⋅=φ . Άρα η εξίσωση φ(x)=0 έχει 
μοναδική ρίζα την x=1. 
δ. Η εξίσωση )()( xgxh =  γίνεται 

10)(1)(2 2 =⇔=⇔−= xxxxf φ  μοναδική ρίζα 

Το ζητούμενο εμβαδό είναι ∫ −=
e

dxxgxhE
1

)()(  

Αλλά )()()( xxgxh φ=−  και ↓φ  οπότε για x≥1 ισχύει φ(x)≤0 
Άρα 
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23
2

2

1
3

1
3

11ln1ln
3

)(lnln

)1(ln)()1ln2())()((

2332
2

3

1

2
2

1

33
222

1
1

3
2

1
2

1 1 1 1

222

+−−=+−+−+−=+−+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−+++−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+′+−

=−+′−=−+−=+−=

∫∫

∫ ∫ ∫ ∫

eeeeeeee
e
exe

eedx
x

xeexxdxxxxx

dxxxdxxdxxxxdxxgxhE

e

e
e

ee

e e e e

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x          0                 1                 +∞ 
 
φ΄΄(x)           +          0          - 
 
φ΄                       μέγιστο  
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ΘΕΜΑ 24Ο (Θ.Μ.Τ. – Ολοκλήρωμα με αντικατάσταση) 
Δίνεται η παραγωγίσιμη στο R συνάρτηση f, για την οποία ισχύει 

xxfxf 2)()2(2 =−  (1), Rx∈  και η συνάρτηση ∫ +−=
2

1

2 ,3)()( xdxxtfxxF  

Rx∈ . 
α. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν )1,0(1 ∈x  και )2,1(2 ∈x  τέτοια ώστε 

2)(2)( 21 =′+′ xfxf . 
β. Να αποδείξετε ότι η F είναι σταθερή και να βρείτε την τιμή της. 
γ. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα ∫=

4

1
)( dxxfI  

 
 
ΛΥΣΗ  

α. (1) 0)0(0)0()0(2
0

=⇔=−⇒
=

fff
x

 

2)1()2(2)1(
1

=−⇒
=

ff
x

 
Η f είναι παραγωγίσιμη στο R οπότε εφαρμόζεται ΘΜΤ σε κάθε διάστημα. 
Επομένως υπάρχουν )1,0(1 ∈x  και )2,1(2 ∈x  τέτοια ώστε 

)1(
01

)0()1()( 1 fffxf =
−
−

=′  και   

)1(2)2(2)(2)1()2(
12

)1()2()( 22 ffxfffffxf −=′⇔−=
−
−

=′  

Οπότε 2)(2)( 21 =′+′ xfxf  

β. Για το ολοκλήρωμα ∫ ∫==
2

1

2

11 )()( xdtxtfdtxtfxI  θέτουμε )(tgxtu ==  οπότε 

xguxgu 2)2(,)1( 21 ====  και xdtdu =  οπότε ∫=
x

x
duufI

2

1 )(  

Οπότε ∫ +−=
x

x
xduufxF

2 2 3)()(  

Έχουμε =
′
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−−=′ ∫ ∫

x x
xduufduufxF

2

1 1

2 3)()()(  

02)()2(22)()2)(2(
)1(

=−−=−−′ xxfxfxxfxxf  
Οπότε F σταθερή 
Επομένως για κάθε Rx∈  ισχύει ∫ =+−==

2

1

2 330)0(0)0()( dtfFxF  

γ. Από το προηγούμενο ερώτημα έχουμε  

∫ ∫ =⇔+−=
x

x

x

x
xduufxduufxF

2 2 22 )(3)()(  (2) 

∫
∫

∫
=⇔=⇒

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

=⇒

=⇒
+

=

=

4

1

)(

4

2

2

2

1

1

55)(

4)()2(

1)()2(

Idxxf

duuf

duuf

x

x
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ΘΕΜΑ 25Ο   (Μονοτονία – σύνολο τιμών – εμβαδό) 

Δίνεται η συνάρτηση 
x

xf
ημ

1)( = , ),0( π∈x  

α. Να μελετηθεί η f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα 
β. Να βρεθεί το σύνολο τιμών της f 
γ. Να αποδειχθεί ότι το εμβαδό του χωρίου που ορίζεται από την Cf τον άξονα 

x΄x και τις ευθείες 
3
π

=x  και 
2
π

=x  είναι 3ln
2
1

=E . 

 
ΛΥΣΗ  

α. H f είναι παραγωγίσιμη στο (0, π) με 
x
xxf

2
)(

ημ
συν−

=′  

Σχηματίζουμε τον πίνακα  
 
 
 
 
 
 
 
 
  

Άρα ↓f  στο ]
2

,0( π , ↑f  στο ),
2

[ π
π  

Στο 
2
π  η f έχει ελάχιστο το 1

2

1
2

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

πημ

πf  

β. Είναι +∞==
+→→ x

xf
xx ημ

1lim)(lim
00

 αφού 0>xημ  και 0lim
0

=
→

x
x

ημ  

Οπότε ),1[)),0(( +∞=πf  (Δεν χρειάζεται το )(lim xf
x π→

 αφού +∞=
+→

)(lim
0

xf
x

) 

γ. Είναι 0)( >xf για κάθε ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ππ

∈
2

,
3

x  οπότε το ζητούμενο εμβαδό είναι  

3ln
2
13ln3ln

2
13ln3ln

3
3ln1ln

6
ln)

4
ln(

2
ln

2
ln

2

1)
2

(

2

1

2
2

1

2

1
2

2
1

2
1

2
2

11)(
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3

2

3

2

3

2
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⎠
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⎝
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εφ
⋅

συν

=
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⋅
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εφ
=

ημ
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π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

π

∫ ∫ ∫

∫∫ ∫ ∫

xdxxdx
x

xdx
xx

dx
x

x

dx

x

x
dx
x

dxxfE

 

 X      0                   
2
π                   π 

 
f΄(x)           -            0       + 
 
 f                        ελάχιστο 
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Β΄ τρόπος  

dx
x

xdx
x

E 2
2

3

2

3 1
1

συν−
ημ

=
ημ

= ∫∫
π

π

π

π  

Θέτω )(xgxu =συν=  οπότε xdxduxdxdu ημ=−⇔ημ−=  

2
1

331 =
π

συν=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π= gu  και 0

222 =
π

συν=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π= gu    

Οπότε  

du
u

du
u

E
1

1
1

1
2

2
1

02

0

2
1

−
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−= ∫∫  

Θα βρω α, β∈R τέτοια ώστε  

⎪
⎪
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⎪⎪
⎨

⎧

−=β

=
⇔

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=β−α
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+
β

+
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=
−

2
1

2
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1
0

)(1
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1
2
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a
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Οπότε [ ] =+−−−=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
−

−
−= ∫ 2

1

0
2
1

0
1ln1ln

2
1

1
2
1

1
2
1

uudu
uu

E  

( ) 3ln
2
12ln3ln2ln

2
1

2
3ln

2
1ln

2
1

=+−−−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−  

 
 
ΘΕΜΑ 26Ο   Εφαπτομένη – ανισότητα – εμβαδό  
Δίνεται η συνάρτηση xxxf ln)( 3=  
α. Να δειχθεί ότι υπάρχει ένα μόνο σημείο Α της fC , στο οποίο η εφαπτομένη 
είναι παράλληλη στον άξονα x΄x, το οποίο και να βρεθεί.  

β. Να δειχθεί 
e

x x
3
1ln

3

−≥  για κάθε ),0( +∞∈x    

γ. Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από την Cf τον άξονα x΄x 
και την ευθεία x=xA όπου xA η τετμημένη του σημείου Α του πρώτου 
ερωτήματος . 
 
ΛΥΣΗ  
α. Είναι ),0( +∞=fD  όπου f παραγωγίσιμη με  

)1ln3(ln3)( 222 +=+=′ xxxxxxf  

Λύνουμε την εξίσωση 
3

3
1 101ln30)(

e
xexxxf =⇔=⇔=+⇔=′

−
 μοναδική 

λύση. Οπότε σε ένα μόνο σημείο η εφαπτομένη είναι παράλληλη του x΄x. 
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Είναι 
e

eeeef
3
1

3
1ln 13

13

3
1

3
1

−=−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −−−−
. Επομένως το ζητούμενο σημείο 

είναι ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
ee

A
3
1,1

3
. 

β. Για το πρόσημο της f΄ και την μονοτονία της f σχηματίζουμε τον πίνακα 
 
 
 
 
 
 
 

Άρα για κάθε ),0( +∞∈x  ισχύει 
e

x
e

xxefxf x

3
1ln

3
1ln)()(

333
1

−≥⇔−≥⇔≥
−

 

γ. Λύνω την 10ln0ln0)(
0

3 =⇔=⇔=⇔=
>

xxxxxf
x

 
Οπότε το ζητούμενο εμβαδό είναι  

3
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3
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3
4
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ΘΕΜΑ 27Ο  (Κοίλα - Εμβαδό) 
α. Δίνεται η τρεις φορές παραγωγίσιμη στο R συνάρτηση f για την οποία 

0)()3( >xf  για κάθε Rx∈ , 0)0()3( ≥f και 0)0( =′′f . Να δειχτεί ότι η f είναι 
κοίλη στο ]0,(−∞  και κυρτή στο ),0[ +∞ .  

β. Να μελετηθεί ως προς τα κοίλα η συνάρτηση 
62

3)(
32 xxxexf x ++−−−= −  

γ. Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από την Cf τον άξονα x΄x 
και τις ευθείες x=0 και x=1.  
 
ΛΥΣΗ  
α. Αφού η f΄΄ είναι παραγωγίσιμη θα είναι και συνεχής. Για το πρόσημο της f(3) 
και την μονοτονία της f΄΄  σχηματίζουμε τον πίνακα. 
 
 
 
 
 

x     0           3
1

−
e            +∞  

 
f΄(x)      -        0      + 
 
f                  ελάχ 

  x        -∞                     0                     +∞  
 

)()3( xf                   +                                     +   
 
  f΄΄  
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Αλλά 0)( =′′ xf  οπότε για x>0 ισχύει 0)( >′′ xf  και για x<0 ισχύει 0)( <′′ xf  
Επομένως στο ]0,(−∞  η f είναι κοίλη και στο ),0[ +∞  η f είναι κυρτή.  

β. Έχουμε 
2

1)(
2xxexf x ++−=′ − , xexf x ++−=′′ − 1)(  και 01)()3( >+= −xexf  

και 0)0( =′′f  άρα από α) ερώτημα η f στρέφει τα κοίλα κάτω στο ]0,(−∞  και 

άνω στο ),0[ +∞ . 

γ. Το ζητούμενο εμβαδό είναι ∫=
1

0
)( dxxfE . Είναι ↑′′f  και 0)0( =′′f  οπότε 

για x>0 ισχύει 0)( >′′ xf . Αλλά f΄ συνεχής στο ),0[ +∞  οπότε ↑′f  στο 

),0[ +∞ . Όμως f΄(0)=0 οπότε για x>0 ισχύει f΄(x)>0. Αλλά f συνεχής στο 

),0[ +∞  οπότε ↑f  στο ),0[ +∞ . Επομένως για 10 ≤≤ x  ισχύει 
)1()()0( fxff ≤≤ .  

Είναι 4)0( −=f  και 0
3
241

6
441

6
1

2
113)1( 1 <+−−=+−−=++−−−= −

ee
ef   

άρα για κάθε ]1,0[∈x  είναι f(x)<0.  

Οπότε =−−++=−= ∫ ∫ − dxxxxedxxfE x )
62

3())((
1

0

1

0

32
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⎦
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⎢
⎣

⎡
−−++− −−

e
ee

exxxxe x

 

 
 
ΘΕΜΑ 28Ο  (Συνάρτηση οριζόμενη από ολοκλήρωμα) 
Θεωρούμε την συνεχή στο διάστημα [α, β] συνάρτηση f για την οποία ισχύει 
f(x)>0 για κάθε ],[ β∈ ax . Να αποδείξετε ότι  

α. Για την συνάρτηση ∫∫=
β

x

x

a
dttfdttfxh )()()(  ισχύουν οι προϋποθέσεις του 

θεωρήματος Rolle στο [α, β] 
β. Αν ξ∈(α, β) με h΄(ξ)=0 τότε η ευθεία x=ξ χωρίζει το χωρίο που καθορίζεται 
από την Cf τον άξονα x΄x και τις ευθείες x=α και x=β σε δύο ισεμβαδικά χωρία. 
 
 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ  
α. Η h είναι παραγωγίσιμη στο [α, β] με  

∫ ∫∫ ∫ ∫∫
ββ

α

β
−=

′
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+

′
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=′

x

x

ax

x

x

x

a
dttfxfdttfxfdttfdttfdttfdttfxh )()()()()()()()()(  

Επίσης    )()(
0)()()(

0)()()(
β=⇒

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

==β

==

∫ ∫
∫ ∫
β

α

β

β

β

hah
dttfdttfh

dttfdttfah
a

a a  

Άρα για την h ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο [α, β] 
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β. Η f έχει θετικές τιμές στο [α, β] οπότε αρκεί ∫ ∫=
ξ

α

β

ξ
dxxfdxxf )()(  

Αλλά ∫ ∫ ∫ ∫=⇔=−⇔=′
≠β

ξ

ξ

α

ξ

α

β

ξ

ξ

ξξξ dttfdttfdttffdttffh
f

)()(0)()()()(0)(
0)(

 

 
 
ΘΕΜΑ 29Ο  (Μιγαδικοί, ασύμπτωτες, εμβαδό) 
Δίνεται ο σταθερός μιγαδικός 0≠w . 
α. Να αποδειχθεί ότι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ(z) του μιγαδικού 
επιπέδου, για τους οποίους ισχύει  

0
)Re()Im(

)Im()Re(
22 =
−

−
ww

zz
z   (1)  είναι κύκλος με κέντρο την εικόνα του w. 

β. Αν 4=w  και ρ η ακτίνα του παραπάνω κύκλου, τότε να βρεθεί το εμβαδό 
του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 
f(x)=xlnx, την ασύμπτωτη στο +∞ της συνάρτησης xxxxg −++= 22)( 2 , την 

κατακόρυφη ασύμπτωτη της συνάρτησης 
ex
xxx

−
+−

=φ
752)(

2

 και την ευθεία 

x=ρ. 
 
ΛΥΣΗ  
α. Έστω iaw β+=  και yixz +=  τότε  

⇔=−−+⇔=
−

−+⇔ 02202)1( 2222 yaxyx
a

yx
yx β

β
 

222222222 )()(22 wyaxayyaaxx =−+−⇔+=+−++− ββββ  
 που παριστάνει κύκλο με κέντρο Κ(α, β) δηλαδή την εικόνα του w. 
 
β. Είναι  

1
2
2

1001
02

1221

22
lim

22
22lim)22(lim)(lim

2

2

22
2

==
+++

+
=

+++

+
=

++−

−++
=−++=

+∞→

+∞→+∞→+∞→

xx

x

xxx
xxxxxxxg

x

xxx

 

 
Οπότε η ασύμπτωτη της Cg στο +∞ είναι η y=1 
Επίσης }{eRDy −=  όπου φ συνεχής και  

( ) +∞=+⋅−+∞=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

−
=φ

++ →→
752)752(1lim)(lim 22 eexx

ex
x

exex
 άρα η x=e μοναδική 

κατακόρυφη  ασύμπτωτη.  Ακόμη 4=w  οπότε ρ=4. Άρα το ζητούμενο 

εμβαδό είναι ∫ −=
4

1)(
e

dxxfE .  Αλλά για ex ≥  ισχύει exf ≥)(  οπότε  
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ΘΕΜΑ 30Ο  ( Μονοτονία - Ολοκλήρωμα) 
Δίνονται οι παραγωγίσιμες στο R συναρτήσεις f και g για τις οποίες ισχύουν 

)(133)( xfxexexf −+−=′  για κάθε x∈R και f(0)=2, και 2)(2)( −=′ xgxg  για κάθε x∈R 
και η γραφική παράσταση της g τέμνει τον y΄y στο ίδιο σημείο που τον τέμνει 
και η f ενώ βρίσκεται όλη πάνω από την ευθεία y=1. 
α. Να δειχθεί ότι οι συναρτήσεις f και g είναι γνησίως αύξουσες. 
β. Να βρεθούν οι συναρτήσεις f και g και να δειχθεί ότι οι γραφικές τους 
παραστάσεις έχουν δύο κοινά σημεία. 
γ. Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές 
παραστάσεις των συναρτήσεων f και g. 
 
 
ΛΥΣΗ  
α. Για κάθε x∈R ισχύει 0)(03 )(13 >′⇔>−−+ xfe xfxex  άρα ↑f  στο R. Δίνεται 
g(x)>1 για κάθε x∈R 0)(02)(2 >′⇔>−⇔ xgxg  άρα ↑g  στο R.  
β. Είναι  

13)(

0)1(

)1()()()()(

3)(3)(

13)(

2213)0(
0

13)(13)(13)(

13)()(13

0

−=⇔=

τεοπ=⇔+=⇔+=⇒

+=⇔′=′⇔′=′

⇔=′⇔=′

−

−
=

−−−

−−−+

∫ ∫

xexf

ef
x

exfexfexf

exxfxfxe

exfee

όcceecee

ceedxedxeee

eeexfexf

x

xxx

xx

 

Επίσης  

( )
)2(2)1)(ln(

)2())1)((ln()2(1)(ln

2
1)(
)1)(()1)((2)(

1)(

1)(

cxxg

dxxdxxgxxg

xg
xgxgxg

xg

xg

+=−⇔

′=′−⇔′=′−

⇔=
−

′−
⇔−=′

∫ ∫
>

>

 

00)1)0(ln()2(
0

=⇔+=−⇒
=

ccg
x

  οπότε 
1)(1)(2)1)(ln( 22 +=⇔=−⇔=− xx exgexgxxg  

Η εξίσωση )()( xgxf =  γίνεται  

2ln02121
023023113 222

==⇔==⇔==

⇔=+−⇔=+−⇔+=−
=

xήxeήeyήy
yyeeee

xx

ye
xxxx

x
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Άρα οι Cf και Cg έχουν δύο κοινά σημεία.  
γ. ∫ ∫ ∫ −+−=−−−=−=

2ln

0

2ln

0

2ln

0

22 23113)()( dxeedxeedxxgxfE xxxx  

Είναι )2)(1(232 −−−=−+− xxxx eeee  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Άρα =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−=−+−= ∫

2ln

0

2ln

0

2
2 23

2
)23( xeedxeeE x

x
xx  

2ln2
2
33

2
12ln262023

2
2ln23

2
0

0
2ln

2ln2

−=−+−+−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−+−−−+− eeee  

Παρατήρηση  
Το α ερώτημα θα μπορούσε να λυθεί μετά το β και με χρήση αυτού. 
 
 
ΘΕΜΑ 31Ο  (Bolzano – Rolle – De l’ Hospital – Ολοκλήρωμα) 
Δίνεται η συνάρτηση xxx ln)( =φ , x>0 και έστω )(lim

0
xa

x
φ

→
= . Δίνεται ακόμη η 

τρεις φορές παραγωγίσιμη στο ),0[ +∞  συνάρτηση g με θετικές τιμές στο 

διάστημα (0, 1) για την οποία ισχύουν 0)(,0)(
2

0
=<∫ agdxxg  και 0)0( =′g .  

Δίνεται ακόμη συνάρτηση Raf →+∞),[:  με  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

>
=

∫
ax

axdttg
exxf

x

,0

,)(1

)( 02
 

α. Να μελετηθεί ως προς τη συνέχεια η συνάρτηση f  
β. Να δειχθεί ότι υπάρχει ρ∈(1, 2) τέτοιο ώστε 0)( =ρf  
γ. Να δειχθεί ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο 0 
δ. Να δειχθεί ότι υπάρχει ),0( +∞∈ξ  τέτοιο ώστε 0)( =′ ξf  
 
ΛΥΣΗ  

  x                -∞                  0                 ln2                 +∞ 
 
  ex-1                      -          0         +                +  
 
  ex-2                      -                      -       0       + 
 
-(ex-1)(ex-2)            -          0         +       0        -    
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α. Αρχικά =
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

′
====

→→→→

∞
∞

x

x

x

xxxxa
xxxx 1

)(lnlim
1

lnlim)ln(lim)(lim
0000

φ 0)(lim
1

1

lim
0

2

0
=−=

−
→→

x

x

x
xx

 

οπότε g(0)=0 και 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

>
=

∫
0,0

0,)(1

)( 02

x

xdttg
exxf

x

 

Η f είναι παραγωγίσιμη συνάρτηση στο (0, +∞) ως γινόμενο παραγωγίσιμων 

με ∫ +−=′
x

o ex
xgdttg

ex
xf

23

)()(2)(  οπότε και συνεχής. Για τη συνέχεια στο 0 

έχουμε f(0)=0  και  

0
2

)0(
2

)(lim
)2(
))((lim

2
)(lim

)(

)(
lim

)(
lim)(lim

(*)

0002

0

02
0

00

0
0

0
0

=
′

=
′

=
′
′

==
′

′
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

==
→→→→→→

∫∫
e

g
e
xg

ex
xg

ex
xg

ex

dttg

ex

dttg
xf

xxx

x

x

x

xx

 οπότε f συνεχής στο 0.  Άρα f συνεχής στο ),0[ +∞ . 
 
* g τρεις φορές παραγωγίσιμη στο ),0[ +∞  οπότε g΄ συνεχής στο 0.   
 

β. Η ∫=
x

dttg
ex

xf
02

)(1)(  είναι συνεχής στο [1, 2].  

Επίσης ∫ ∫ <⋅=⋅
1

0

2

0
0)(

4
1)(1)2()1( dttg
e

dttg
e

ff  αφού ∫ <
2

0
0)( dttg  και 

∫ >
1

0
0)( dttg  επειδή g(x)>0 στο (0, 1) και g συνεχής στο [0, 1]. Άρα από 

θεώρημα Bolzano υπάρχει ρ∈(1, 2) τέτοιο ώστε f(ρ)=0.  
γ. Έχουμε  

R
e

g
e
xg

ex
xg

ex
xg

ex

dttg

x
fxf

xxx

x

xx
∈

′′
=

′′
=

′
===

−
−

→→→→→

∫
6

)0(
6

)(lim
6

)(lim
3

)(lim
)(

lim
0

)0()(lim
00203

0

00

0
0

0
0

0
0

 άρα f 

παραγωγίσιμη στο 0 με 
e

gf
6

)0()0(
′′

=′  

δ. Στο διάστημα [0, ρ] ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle για την 
f οπότε υπάρχει ξ∈(0, ρ) άρα και ξ∈(0, +∞) τέτοιο ώστε 0)( =′ ξf . 
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ΘΕΜΑ 32Ο  (“1-1” – αντιστροφή – μονοτονία από αντίστροφη – όριο - 
εμαδό) 
Δίνεται η συνάρτηση RRf →:  με RRf =)(  για την οποία 

5)()( 35 =++ xxfxf  (1) για κάθε Rx∈ . 
α. Να δειχθεί ότι η f είναι “1-1” 
β. Να βρεθεί η αντίστροφη της f 
γ. Αν μια συνάρτηση g είναι γνησίως φθίνουσα σε ένα διάστημα Δ τότε για 
οποιαδήποτε Rxx ∈21 ,  ισχύει η ισοδυναμία )()( 2121 xgxgxx >⇔<  
δ. Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία η f 
ε. Να λυθεί η εξίσωση f(x)=0  
στ. Να βρεθεί το όριο )(lim xf

x +∞→
 

ζ. Να βρεθεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από την fC  τους άξονες 
x΄x  και y΄y. 
 
 
ΛΥΣΗ  
α. Έστω Rxx ∈21 ,  με )()( 21 xfxf =  τότε  

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

=

)(3)(3
)()(

)()(

21

2
3

1
3

2
5

1
5

xfxf
xfxf
xfxf

 οπότε  

2121

)1(

22
3

2
5

11
3

1
5 55)(3)()()(3)()( xxxxxfxfxfxfxfxf =⇔−=−⇔++=++  

Άρα η f είναι “1-1” 
β. Είναι RRf =)(  οπότε RD f =−1  

Έστω yxf =)(  τότε xyf =− )(1  οπότε  
(1) 53)(5)(3 351135 +−−−=⇔=+++⇔ −− yyyyfyfyyy  
Άρα RRf →− :1  με 53)( 351 +−−−=− xxxxf  
γ. Έστω Δ∈21 , xx  με 21 xx < . Τότε αφού g↓  ισχύει )()( 21 xgxg >  
Αντίστροφα  
Έστω Δ∈21 , xx με )()( 21 xgxg >  
Αν 21 xx ≥  τότε αφού ↓g  θα είναι )()( 21 xgxg ≤  άτοπο 
Άρα 21 xx <  
Επομένως για οποιαδήποτε Δ∈21 , xx  ισχύει η ισοδυναμία 

21 xx < ⇔ )()( 21 xgxg >  
δ. Είναι 0335)()( 241 <−−−=′− xxxf  για κάθε Rx∈  οπότε η 1−f  είναι 
γνησίως φθίνουσα στο R. 
Έστω Rxx ∈21 ,  με 21 xx <  
Επειδή το σύνολο τιμών της 1−f  (πεδίο ορισμού της f) είναι το R, υπάρχουν 

Ryy ∈21 ,  τέτοιο ώστε 11
1 )( xyf =−  και 22

1 )( xyf =−  

Οπότε )()()()( 21212
1

1
1

1

xfxfyyyfyf
f

>⇔>⇔<
↓

−−
−

 άρα ↓f  στο R 
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ε. xfxf =⇔= − )0(0)( 1 . Αλλά 5)0(1 =−f  οπότε x=5 
Άρα η εξίσωση f(x)=0 έχει μοναδική ρίζα x=5 
στ. Είναι ),( +∞−∞== RD f  και ↓f  οπότε ( ))(lim),(lim)( xfxfRf

xx −∞→+∞→
=  

Αλλά ),()( 1 +∞−∞=== − RDRf f . Άρα −∞=
+∞→

)(lim xf
x

 

ζ. Οι συμμετρικές γραμμές των xxyyC f ′′ ,,  ως προς την ευθεία y=x είναι οι 

yyxxC f
′′− ,,1  αντίστοιχα. Οπότε το ζητούμενο εμβαδό είναι ίσο (λόγω 

συμμετρίας) με το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις 
yyxxC f
′′− ,,1 .  

Είναι 10530)( 351 =⇔=+−−−⇔=− xxxxxf  φανερή ρίζα και μάλιστα 
μοναδική αφού ↓−1f . 

Άρα είναι dxxxxdxxfE 53)( 351

0

1

0

1 +−−−== ∫ ∫−  

Είναι 0)1(1 =−f  και ↓−1f  οπότε στο [0, 1] είναι 0)(1 ≥− xf  άρα 

12
37

12
6018325

2
3

4
1

6
15

2
3

46
)53(

1

0

1

0

246
35 =

+−−−
=+−−−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−−=+−−−= ∫ xxxxdxxxxE

 
 
ΘΕΜΑ 33Ο ΘΜΤ – μονοτονία - ολοκλήρωμα 
Δίνεται η παραγωγίσιμη στο [-α, α] (α>0) συνάρτηση f. Αν η f΄ είναι γνησίως 
φθίνουσα να αποδείξετε ότι : 
α. )()()()( afafaxxf −+′+>  για κάθε ],( aax −∈  

β. )()()(
2
1 afafadxxf
a

a

a
−+′≥∫−  

 
 
ΑΠΟΔΕΙΞΗ  
α. Η f είναι συνεχής στο [-α, x] και παραγωγίσιμη στο (-α, x) οπότε από ΘΜΤ 

υπάρχει ξ∈(-α, x) τέτοιο ώστε f΄(ξ)=
ax
afxff

ax
afxf

+
−−

=′⇔
−−
−− )()()(
)(

)()(
ξ  

Αλλά ξ<x και x≤α. Επίσης ↓′f  οπότε ⇔′>
+

−−
⇔′>′ )()()()()( af

ax
afxfaff ξ  

)()()()()()()()(
0

afafaxxfafaxafxf
axax

−+′+>⇔′+>−−⇔
>+⇔−>

  (1) 
β. Η (1) γίνεται 0)()()()( >−−′+− afafaxxf  για κάθε ],( aax −∈  

Έστω )()()()()( afafaxxfxg −−′+−=   ],[ aax −∈  

Είναι g(x)>0 για κάθε ],( aax −∈  και 0)( =−ag  οπότε ⇔>∫−
a

a
dxxg 0)(  
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