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>£∂ª∞ 1Ô

ŒÛÙˆ f, g Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ Ù¤ÙÔÈÂ˜ ÒÛÙÂ 
(x2 - x + 1) g(x) = f(x) ÁÈ· Î¿ıÂ x � R,

Î·È Ë f ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ R.

N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
·.∏ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË˜ Â˘ıÂ›·˜ ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ 

·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÌÂ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË
x0 = 1 Â›Ó·È y = 4x - 4.

‚. ∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË g Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ x0 = 0.

>£∂ª∞ 2Ô

ŒÛÙˆ Û˘Ó¿ÚÙËÛË f, fi¯È ÔÏ˘ˆÓ˘ÌÈÎ‹, ‰‡Ô ÊÔÚ¤˜
·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ [1, 2] ÌÂ f(2) = 2f(1) + 2, Î·È f��(x) � 2,
ÁÈ· Î¿ıÂ x � (1, 2).

N· ‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
·.∏ ÂÍ›ÛˆÛË x . [f�(x) - 2x] = f(x) - x2 (1) ¤¯ÂÈ Ì›· 

ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ Ú›˙· x0 � (1, 2).
‚. ∏ Ú›˙· x0 ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (1) Â›Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎ‹.
Á. ∏ ÂÊ·ÙfiÌÂÓË ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ 

Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ g ÌÂ g(x) = f(x) - x2 ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÌÂ 
ÙÂÙÌËÌ¤ÓË x0, ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ.

Î·È ÂÂÈ‰‹ Ë f Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ R, ̂ ˜ ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË, Â›Ó·È:

¤ÙÛÈ f�(1) = 4.
∂ÔÌ¤Óˆ˜ Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË˜ ÙË˜ f ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô 
ÌÂ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË x0 = 1 Â›Ó·È:
y - f(1) = f�(1) (x - 1) ⇔
y = 4 (x - 1) ⇔
y = 4x - 4

‚. Œ¯Ô˘ÌÂ (x2 - x + 1) . g(x) = f(x)  ⇔

f�(0) + f(0)
¢ËÏ·‰‹ Ë g ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ x0 = 0, ÌÂ
g�(0) = f�(0) + f(0)

·.x . [f�(x) - 2x] = f(x) - x2 ⇔
x . [f�(x) - 2x] - [f(x) - x2] = 0 ⇔
x . [f(x) - x2]� - x�[f(x) - x2] = 0 ⇔ (x�0, ·ÊÔ‡ x�(1,2))

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË

ÌÂ x � [1, 2]
H G Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ [1, 2] Î·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ (1, 2) 
·ÊÔ‡ Ë f Â›Ó·È ‰‡Ô ÊÔÚ¤˜ ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ [1, 2] ÌÂ

∞ÎfiÌ·:

∂ÔÌ¤Óˆ˜ G(1) = G(2).
ŒÙÛÈ, ·fi ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙÔ˘ Rolle, ̆ ¿Ú¯ÂÈ ¤Ó·, 
ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ, x0 � (1, 2), ÒÛÙÂ
G�(x0) = 0 ⇔

¢ËÏ·‰‹ Ë ÂÍ›ÛˆÛË
x[f�(x) - 2x] = f(x) - x2

¤¯ÂÈ Ì›·, ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ, Ú›˙· ÛÙÔ x0 � (1, 2)

‚. ŒÛÙˆ fiÙÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË
x[f�(x) - 2x] = f(x) - x2

¤¯ÂÈ ‰‡Ô Ú›˙Â˜ Ú1, Ú2 � (1, 2) ÌÂ Ú1 < Ú2.
£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË
h(x) = x[f�(x) - 2x] - f(x) + x2

H h Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ [Ú1, Ú2] Î·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ
(Ú1, Ú2), ·ÊÔ‡ f ‰‡Ô ÊÔÚ¤˜ ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ [Ú1, Ú2],
ÌÂ h�(x) = x(f��(x) - 2).
E›ÛË˜ h(Ú1) = h(Ú2) = 0.
∂ÔÌ¤Óˆ˜, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙÔ˘ Rolle,
˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó·, ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ,  Í � (Ú1, Ú2) Ù¤ÙÔÈÔ ÒÛÙÂ,
h�(Í) = 0 ⇔ Í[f��(Í) - 2] = 0 ⇔

Í = 0    ¿ÙÔÔ, ÁÈ·Ù› Í � (Ú1, Ú2) � (1, 2)
⇔ ‹

f��(Í) = 2    ·‰‡Ó·ÙÔ ·fi ÙËÓ ̆ fiıÂÛË.
ÕÚ·, Ë ÂÍ›ÛˆÛË h(x) = 0 ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· ¤¯ÂÈ 
ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÂ˜ ·fi Ì›· Ú›˙Â˜ ÛÙÔ (1, 2).
∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ë Ú›˙· x0 Â›Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎ‹.

Á. ∏ ÂÊ·ÙfiÌÂÓË ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÙË˜ 
Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜
g(x) = f(x) - x2 ÛÙÔ x0
¤¯ÂÈ ÂÍ›ÛˆÛË:
y - g(x0) = g�(x0) . (x - x0) ⇔
y - [f(x0) - x0

2] = [f�(x0) - 2x0] . (x - x0) ⇔
y = f(x0) - x0

2 +xf�(x0) - 2x0x - x0f�(x0) + 2x0
2 ⇔

y = [f�(x0) - 2x0]x + f(x0) + x0
2 - x0f�(x0)                  (2)

¶Ú¤ÂÈ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô 0 (0, 0) Ó· Â·ÏËıÂ‡ÂÈ ÙËÓ (2).
√fiÙÂ ÁÈ· x = 0 Î·È y = 0 ¤¯Ô˘ÌÂ ·fi ÙË (2):
0 = f(x0) + x0

2 - x0f�(x0)
Ô˘ ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ·Ù› Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ÂÚÒÙËÌ·  ·. ,
x0[f�(x0) - 2x0] = f(x0) - x0

2 ⇔
x0f�(x0) - 2x0

2 = f(x0) - x0
2 ⇔

f(x0) + x0
2 - x0f�(x0

) = 0
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