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>£∂ª∞ 1Ô

ŒÛÙˆ Û˘Ó¿ÚÙËÛË f ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ R ÁÈ· ÙËÓ ÔÔ›·
ÈÛ¯‡ÂÈ f�(x)>0 ÁÈ· Î¿ıÂ x�R Î·È f(1)=2. ¡· ‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:

·.∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË g ÌÂ                                  Â›Ó·È Î˘ÚÙ‹ ÛÙÔ R Î·È  

Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË ÙË˜ Cg ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞(1,g(1)).

‚. ∞Ó ·>1 ÙfiÙÂ                                                       . 

Á. πÛ¯‡Ô˘Ó:
i) , ÁÈ· Î¿ıÂ  x�1, 

ii)                                                        ÁÈ· Î¿ıÂ x�1.

>£∂ª∞ 2Ô

¢›ÓÂÙ·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f ÌÂ 

·.¡· ‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë Â˘ıÂ›· Â:„=2x+3 Â›Ó·È ·Û‡ÌÙˆÙË ÙË˜
Cf ÛÙÔ -∝ .

‚. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ∂(Ï) ÙÔ˘ ̄ ˆÚ›Ô˘ ø Ô˘
ÂÚÈÎÏÂ›ÂÙ·È ·fi ÙË Cf, ÙËÓ Â, ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· „�„ Î·È ÙËÓ Â˘ıÂ›·
x=Ï, Ï<0.

Á. ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ fiÚÈÔ                    .

‰. ∞Ó ÙÔ Ï ÂÏ·ÙÙÒÓÂÙ·È ÌÂ Ú˘ıÌfi 1ÌÔÓ./s, Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ
Ú˘ıÌfi ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙÔ˘ ÂÌ‚·‰Ô‡ ∂(Ï) ÙË ̄ ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ Ô˘
Â›Ó·È Ï= - �n3.

·.∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË f Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ R (ˆ˜ ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË),
ÔfiÙÂ Ë g Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ R ˆ˜ ·Ú¯ÈÎ‹ ÙË˜ f ÌÂ
g�(x)=f(x). 
∞ÎfiÌË Ë f Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ R ¿Ú· Î·È Ë g� Â›Ó·È
·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË, ‰ËÏ·‰‹ Ë g Â›Ó·È ‰‡Ô ÊÔÚ¤˜ ·Ú·ÁˆÁ›ÛÌË
ÛÙÔ R ÌÂ g��(x)=f�(x)>0 ÁÈ· Î¿ıÂ x�R, ¿Ú· Ë g Â›Ó·È Î˘ÚÙ‹
ÛÙÔ R.
∂›Ó·È g(1)=0 Î·È g�(1)=f(1)=2, ofiÙÂ Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜
ÂÊ·ÙfiÌÂÓË˜ ÙË˜ Cg ÛÙÔ ∞(1,g(1)) ÁÚ¿ÊÂÙ·È: 
„ - g(1) = g�(1)(x - 1) ⇔ „ = 2(x-1)⇔ „ = 2x - 2.

‚. ∏ ̇ ËÙÔ‡ÌÂÓË ·ÓÈÛfiÙËÙ·                                                          ÌÂ  

·>1, Á›ÓÂÙ·È: 

H g ̂ ˜ ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ R Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙ· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·
[0,1], [1,·] Î·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙ· (0,1) Î·È (1,·). 
ŒÙÛÈ Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ £.ª.∆. ̆ ¿Ú¯Ô˘Ó x1�(0,1) Î·È
x2�(1,·) Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ Ó· ÈÛ¯‡Ô˘Ó: 

™˘ÓÂÒ˜ Ë (1) ÁÚ¿ÊÂÙ·È g�(x1)<g�(x2) ÌÂ x1<x2, Ô˘ ÈÛ¯‡ÂÈ
·ÊÔ‡ Ë g� Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ R (g��(x)>0)   (2)

Á. i) £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË h ÌÂ: 

EÂÈ‰‹                                    Ë  h ı· ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙÔÓ Ù‡Ô 

H h Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ̂ ˜ ‰È·ÊÔÚ¿ ÙˆÓ ·Ú·ÁˆÁÈÛ›ÌˆÓ 

ÛÙÔ R Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ                                       ÌÂ  

h�(x )=g(x)- 2(x-1),    x�1.
H h� Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÌÂ h��(x)=g�(x) - 2,    x�1.
H g� Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ R, ÔfiÙÂ ÁÈ· x>1 ¤¯Ô˘ÌÂ:

¿Ú· h��(x)>0 ‰ËÏ·‰‹ Ë h� Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ
[1,+∝ ) ·ÊÔ‡ Â›Ó·È Î·È Û˘ÓÂ¯‹˜ Û’ ·˘Ùfi ̂ ˜ ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË.

°È· x>1 ı· ÈÛ¯‡ÂÈ:

¿Ú· Ë h Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ [1,+∝ ) ·ÊÔ‡ Â›Ó·È Î·È
Û˘ÓÂ¯‹˜ Û’ ·˘Ùfi ̂ ˜ ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË.
∂ÔÌ¤Óˆ˜ ÁÈ· x�1 ¤¯Ô˘ÌÂ:

ii) ∞fi (i) ¤¯Ô˘ÌÂ:

·.∂›Ó·È 

¿Ú·                                                                                       

·ÊÔ‡                          . √fiÙÂ Ë Â˘ıÂ›· Â:„=2x+3 Â›Ó·È 

(Ï¿ÁÈ·) ·Û‡ÌÙˆÙË ÙË˜ Cf ÛÙÔ - ∝ .

‚. Œ¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ                                                              ÁÈ· Î¿ıÂ x�R, 

ÔfiÙÂ ÙÔ ̇ ËÙÔ‡ÌÂÓÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ̄ ˆÚ›Ô˘ ø Â›Ó·È:

Á.

·ÊÔ‡     

‰. ∂›Ó·È Ï=Ï(t) ·ÊÔ‡ ÙÔ Ï ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙÔ t, ¿Ú· ÙÔ
ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ̄ ˆÚ›Ô˘ ø ÙËÓ ̄ ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t ı· Â›Ó·È:
∂(t)=�n3 - �n(1+2eÏ(t)).
™˘ÓÂÒ˜ Ô Ú˘ıÌfi˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙÔ˘ Â›Ó·È:

∞Ó ÁÈ· t=t0
Â›Ó·È Ï=-�n3 ÙfiÙÂ:
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